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平面应变各向异性本构关系及
在应力波传播模拟中的应用

*

黄 霞,汤文辉,蒋邦海
(国防科技大学理学院技术物理研究所,湖南 长沙410073)

  摘要:为了研究平面应变条件下各向异性材料中应力波传播的特点,利用各向异性弹性 Hooke定律、

Tsai-Hill屈服准则、经典塑性流动理论,引入修正的物态方程计及高压下的体积压缩非线性,建立了平面应

变条件下正交各向异性复合材料的弹塑性本构关系,并且分析了二维问题中材料变形引起的主轴旋转及客

观应力率修正问题。最后采用动态显式有限元方法自行编写程序模拟某种纤维增强复合材料碰撞过程中平

面应力波的传播,模拟结果显示,在平面应变条件下应力波在该材料的传播过程中表现出明显的二维效应、各
向异性特点及弹塑性特点。
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1 引 言

  近年来,复合材料在国防领域得到了越来越广泛的应用,以高强度、高刚度、低密度等特点,已成为航空、航天等国防

工业部门的一种重要工程材料。在航空、航天等领域中,材料的外在环境非常复杂,可能面临高速撞击、射线辐射等动载

荷环境,因此对复合材料动态响应特征的研究,对提高材料性能、加强航天器的安全性有着非常重要的作用。在研究复

合材料力学性能的过程中,必须考虑各向异性力学特征,它会对强度、应力波传播等带来影响,为了分析复合材料的各向

异性响应特征,必须使用各向异性本构模型。为了处理各向异性材料本构模型中容变和畸变的耦合效应,C.E.Ander-
son等[1]、P.E.O’Donoghue等[2]将各向异性条件下的静水压及应力偏量表达式进行了修正;另外,他们将物态方程引入

到各向异性本构模型中,使得修改后的Grüneisen物态方程既能反映高压下的体积压缩非线性,又能考虑低压下材料的

各向异性强度性能。各向异性强度准则是各向异性本构模型研究中的一个重要问题,从各向同性强度准则基础上发展

起来的适用于复合材料的强度准则已有十几种[3],最常用的是Tsai-Hill屈服准则、Tsai-Wu屈服准则等。C.E.Ander-
son等[4]将Tsai-Hill强度准则作为各向异性理想塑性屈服准则,给出了各向异性塑性变形的计算方法,并将这个方法应

用到了大型冲击动力学程序EPIC当中。李永池等[5-6]发展了以Tsai-Hill屈服准则和Johnson-Cook模型为基础的横观

各向同性粘塑性本构模型,并用于应力波传播的数值模拟。蒋邦海等[7]研究了碳纤维增强型复合材料率相关的Tsai-
Hill屈服准则,并用于一维应力波传播的数值模拟。此外,由于复合材料在宏观上表现出类似金属的弹塑性特征,可把

用于金属动态性能方面的弹塑性理论方法用于复合材料上[8]。自20世纪90年代,就开展了关于各向异性本构模型在

数值模拟中应用的研究,其中部分研究成果已用在了较新版本的有限元大型冲击动力学数值模拟软件当中,例如LS-
DYNA950(1999)中就嵌入了横观各向同性与正交各向异性弹塑性本构模型,使得这些软件具有分析纤维增强复合材料

动态响应的能力。但是,复合材料力学性能除了具有各向异性特性,还具有应变率效应,同时纤维与基体的界面效应、损
伤、温度等都将对力学性能产生影响。因此建立计及多种因素的复合材料动态本构模型,使得复合材料动态响应数值模

拟结果更加可靠,将是今后研究工作的努力方向。

  本文中,利用 Hooke定律、Grüneisen物态方程及Tsai-Hill屈服准则,建立计及体积压缩非线性,能处理弹性、塑性

变形的二维应变正交异性弹塑性本构模型。讨论在该本构模型中容变率和畸变率耦合处理的问题、物态方程引入的问

题以及坐标轴旋转、应力修正等方面的内容。最后,结合这些理论采用显式有限元方法,自行编写程序模拟某纤维增强

型复合材料碰撞过程中平面应力波的传播。
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2 平面应变正交各向异性弹塑性本构关系

2.1 平面应变正交异性弹性本构关系

  对于正交各向异性材料,弹性阶段的应力应变关系可用 Hooke定律描述,考虑到在平面应变(假设为(1,2)平面)条
件下,ε33=ε13=ε23=0,σ13=σ23=0,材料参数具有对称性

σ11 =c11ε11+c12ε22
σ22 =c12ε11+c22ε22
σ33 =c13ε11+c23ε22
σ12 =c44ε
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式中:cij为与材料弹性模量、泊松比和剪切模量相关的刚度矩阵系数。

  对于各向同性材料,容变率和畸变率解耦处理已应用于大多数冲击动力学程序,反映在算法上就是静水压和偏应力

分别利用物态方程和本构关系计算。但是对于各向异性材料他们不能简单解耦,因为静水压可能导致形状改变,而应力

偏量也会造成体积变化,因此采用平均正应力代替各向同性材料中静水压的概念,使得正交异性材料的平均应力和应力

偏量在形式上可以解耦,便于在计算程序中应用[2]。于是定义拉为正,压为负,将应力σ分解为平均正应力p=-(σ11+
σ22+σ33)/3和偏应力s,同时将应变ε分解为体应变θ=ε11+ε22和偏应变e,则根据式(1)可得到

p= -θ
9
(c11+3c12+c13+2c22+2c23)- 13

(c11+c13-c22-c23)e11 (2)

偏应力s各分量也可根据相应的公式求出。

  以冲击绝热线为参考的Grüneisen物态方程为

p-pH =ργ(E-EH) (3)

将上式表示成下面的多项式形式

p= -A1θ+ A2- γ
2A( )1 θ2- A3- γ

2A( )2 θ3+(ρ0γ-ρ0γθ)E (4)

式中:A1=ρ0c20,A2=ρ0c20(2s-1),A3=ρ0c20(3s2-4s+1)。各项前负号的出现是因为考虑以拉为正、压为负。

  为了使得所计算的平均正应力既能反映高压下的体积压缩非线性效应,又能体现出低压下材料的各向异性特征[2],

结合式(2)和(4),得到

p= -A′1θ+ A2- γ
2A( )1 θ2- A3- γ

2A( )2 θ3+(ρ0γ-ρ0γθ)E- 13
(c11+c13-c22-c23)e11 (5)

式中:A′1=19
(c11+3c12+c13+2c22+2c23),反映了材料的各向异性,称为等效体积摸量。对于各向同性材料,A'1退化为

A1,相当于体积模量K。这样得到的平均应力修正式(5),在高压下体积变形较大时体应变的高次项不能被忽略,在低

压下体应变的高次项和比内能项都成为更小阶量,式(5)就退化成式(2)。

2.2 平面应变正交异性塑性本构关系

  在塑性变形时,应力状态与变形路径或历史有关,应力、应变间没有一一对应关系,但应力增量与弹性应变增量之间

满足 Hooke定律,因此本构关系用增量形式表达。应变增量可分解为弹性应变增量和塑性应变增量,即dεij=dεeij+
dεpij,有
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(6)

  同样引入物态方程修正平均正应力,可得到修正后塑性变形时的平均应力增量

dp= -A′1dθ+2A2- γ
2A( )1 θdθ-3A3- γ

2A( )2 θ2dθ+(ρ0γ-ρ0γθ)dE-ρ0γEdθ-

  13
(c11+c13-c22-c23)de11+ 13

(c11+c12+c13)dεp11+

  13
(c12+c22+c23)dεp22+ 13

(c13+c23+c33)dεp33

(7)

同理可以得到相应的应力偏量增量表达式,进而得到修正后的应力值。

  至此已经给出平面应变条件下,既考虑了高压下体积压缩非线性,在低压下又能反映各向异性力学性能的正交异性
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弹塑性本构关系。

2.3 Tsai-Hill屈服准则

  判断材料是处于弹性变形阶段还是塑性变形阶段需要用到屈服准则,各向异性材料常用的屈服判据是Tsai-Hill屈

服准则。在平面应变条件下,Tsai-Hill屈服准则的基本形式为

f=σ211
Y2
11

+σ222
Y2
22

+σ233
Y2
33

+σ212
Y2
12

+췍Y33σ11σ22+췍Y22σ11σ33+췍Y11σ22σ33-1 (8)

式中:췍Y11= 1Y2
11
- 1Y2

22
- 1Y2

33
,췍Y22= 1Y2

22
- 1Y2

11
- 1Y2

33
,췍Y33= 1Y2

33
- 1Y2

22
- 1Y2

11
,Y11、Y22、Y33、Y12分别为材料3个主方向上的

屈服强度和(1,2)平面内的剪切屈服强度。

  当材料进入塑性变形阶段后,由式(6)计算应力增量时需要计算塑性应变增量,于是从Tsai-Hill屈服准则出发,利
用经典塑性流动理论计算塑性应变增量[4]。根据正交性法则和一致性法则得到

ε̇pij =λ̇∂f∂σij
,   ̇λ=

∂f
∂( )σ

T

Ṁε

∂f
∂( )σ

T

M ∂f
∂( )σ

(9)

式中:̇λ为塑性流动因子,∂f
∂( )σ

T

= ∂f
∂σ11

,∂f
∂σ22

,∂f
∂σ33

,∂f
∂( )12

,M 为各向异性材料刚度矩阵,̇ε=(̇ε11,̇ε22,̇ε12)T。

  式(9)等价于给出了塑性应变增量,因此当给定某一时刻的应力状态时,即可由屈服准则判断是否处于塑性变形阶

段。如果发生塑性变形,则由式(9)求解塑性应变增量,再根据各向异性塑性本构关系得到的偏应力增量和修正后的平

均应力增量获得应力增量,从而求得下一时刻的应力状态,如此循环便可获得整个时间域上的解。

3 材料主轴的旋转及客观应力率

  各向异性材料的物理性能及本构关系都是基于材料主轴方向成立的,对于二维问题,材料变形会导致材料主轴的偏

转,因此必须考虑材料主轴与系统坐标之间的转换问题。在二维问题中,用(x,y)表示系统坐标系,用(1,2)表示材料主

轴坐标系,并且假定初始时刻系统坐标系与材料主轴坐标系重合,任一时刻材料某处的主轴坐标系相对整体坐标系旋转

α角度 (以逆时针为正),关于二维问题中α的求解可采取下面方法。

  按照连续介质力学的极分解定理,任一时刻材料某处变形梯度矩阵可分解为如下形式

F=RU (10)

式中:R为正交旋转矩阵,U 为正定拉伸矩阵,根据U=RTF的正定性,可得R的表达式。

  获得旋转矩阵R后,就可以将系统坐标系中求得的应变、变形率等物理量转换到材料坐标系中,使得材料本构关系

能够正确使用。2个坐标系之间的应变、变形率、柯西应力张量转换有如下关系式

ε1-2 =RTεx-yR,   ε̇1-2 =RṪεx-yR,   σ1-2 =RTσx-yR (11)

式中:ε1-2=
ε11 ε12
ε12 ε
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,其他符号说明类似。平面应变问题中还涉及σ33、σzz分量,而σ33=σzz。

  从式(11)可以看出应变、变形率、应力张量均为标价无关张量,即他们是客观的。但是对于柯西应力率张量σ̇ 有

σ̇1-2 =ṘTσx-yR+RṪσx-yR+RTσx-ẏR (12)

  该式并不满足式(11),因此柯西应力率张量σ̇不是客观的,不能代表反映物体应力状态变化的应力变化率。而弹塑

性本构关系是以率的形式给出的,为此引入客观应力率。通常采用的客观应力率有Jaumann率、Truesdell率和Green-
Naghdi率,由于简单剪切的大变形弹塑性计算中Jaumann率造成不正确的响应,因此弹塑性材料使用 Green-Naghdi
率[9]。基本形式为

σG =σ̇-Ωσ-σΩT (13)

式中:Ω=̇RRT,σ为系统坐标系中的柯西应力。

  为了便于描述,将主轴坐标系中的σ1-2记为σ̂,系统坐标系中的σx-y记为σ,其他量也采取同样记法。事实上材料主

轴坐标系相当于嵌在材料中的一个旋转坐标系,σ1-2相当于旋转柯西应力σ̂。RRT=I⇒̇RRT=-ṘRT,根据式(12)~(13)

容易得到σG=R̂σ
·

RT,从而有

σ̇=R̂σ
·

RT+(̇RRT)σ+σ(̇RRT)=R̂σRT
·

(14)

  由于Green-Naghdi应力率与旋转柯西应力率之间的联系,在应用Green-Naghdi应力率时,材料特性在非线性旋转

构形中处理。因此从n时刻的应力σn 修正到n+1时刻的应力σn+1的计算步骤为:
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  (1)已知n时刻的σn、Rn,计算旋转柯西应力,̂σn=(Rn)TσnRT;

  (2)计算n+1/2时刻的旋转应变率,̂ε
·
n+1/2=(Rn+1)Ṫεn+1/2Rn+1;

  (3)计算n+1时刻的旋转柯西应力,̂σn+1=σ̂n+̂σ
·
n+1/2dt=̂σn+d̂σn+1/2,d̂σn+1/2根据文中第1节所讨论的弹塑性本

构关系由ε̂
·
n+1/2求得;

  (4)逆旋转得到n+1时刻的柯西应力,σn+1=Rn+1̂σn+1(Rn+1)T。

4 模拟平面应变条件下各向异性材料中的应力波传播的数值算例

  用一种纤维增强型复合材料(TF材料)作各向异性材料,3个主方向分别为材料厚度方向、纤维布经向和纬向,如图

1所示。TF材料参数分别为:ρ=1.38g/cm3,c0=2.35km/s,s=1.66,γ=2.32。假设有2个形状和结构完全相同的

TF材料A、B,x、y方向尺寸为2cm×6cm,z方向尺寸无限大,B初始静止,A以300m/s的初始速度沿x方向与B发

生正碰撞。该问题可简化为平面应变碰撞问题,模型如图2所示。为了验证模型及程序的正确性及更好地说明材料各

向异性弹塑性力学性能,作了3次不同的模拟。第1次将碰撞方向即x方向取为TF材料厚度方向,y方向取为材料经

向,z方向取为材料纬向;第2次将x方向取为材料经向,y方向取为材料厚度方向,z方向取为材料纬向;第3次模拟仅

考虑弹性本构模型,其他条件与前2次模拟相同。3次模拟相应的材料参数列于表1中[10]。

图1 复合材料主方向及其铺层

Fig.1Principaldirectionsandlaminaofthecomposite

图2 用于数值模拟的简化模型

Fig.2Asimplifiedmodelfornumericalsimulation

表1 材料参数

Table1 Materialconstants

No
本构

模型

Y11/

GPa

Y22/

GPa

Y33/

GPa

Y12/

GPa

E1/

GPa

E2/

GPa

E3/

GPa

G12/

GPa
ν12 ν13 ν23

1 弹塑性 0.1701 0.1205 0.1205 0.0982 4.87 6.96 5.45 6.0 0.28 0.28 0.30
2 弹塑性 0.1205 0.1701 0.1205 0.0982 6.96 4.87 5.45 6.0 0.40 0.30 0.28
3 弹性 0.1701 0.1205 0.1205 0.0982 4.87 6.96 5.45 6.0 0.28 0.28 0.30

  使用Tecplot图形处理软件给出了沿TF材料厚度方向和经向碰撞时σxx 的等值云图,如图3~4所示。可以看出,

应力波在传播过程中表现出明显的二维效应和各向异性特征,材料中有正向冲击波和侧向稀疏波的传播,沿经向碰撞时

产生的正向冲击波速度比沿厚度方向碰撞时大,而侧向稀疏波传播速度比沿厚度方向时小,这正是材料经向弹性模量比

厚度方向高的结果。为了更好地定量分析TF材料中应力波的传播特征,考虑图1中的对称轴线y=3cm上的点没有y
方向的位移,在上下两侧稀疏波到达以前应力波沿该轴线相当于在一维应变条件下传播。该线上的应力空间分布如图

5~7所示。

  由图5~6可以看出,在t=4.8μs时上下两侧向稀疏波尚未到达中心轴线,轴线上表现为一维应变状态。在t=
11.6μs时,由于应力波已到达左右自由边界,在左右两端分别向右向左传播稀疏波,使波宽逐渐减小。图5(b)中上下

两侧向稀疏波已到达中心轴线,使得各方向主应力值均增加,并且沿y方向的拉伸作用最强,体现出二维特点,而图6
(b)中则没有。从理论上估算,图5和图6所对应材料y方向的弹性波速分别为2.607和2.136km/s,侧向稀疏波最先

到达轴线的时间分别为约11和14μs,因此在11.6μs时图5(b)已经出现明显的拉伸作用,而图6(b)中没有。此外注意

到沿TF材料经向碰撞时,弹性前驱波比较明显,材料发生塑性变形更早,且正向应力峰值(绝对值)略大,σyy 与σzz差异

更大,与沿TF材料经向碰撞时有所不同,这样的差异性正是纤维铺层厚度方向与纤维增强方向力学性质不同的体现。
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图3 沿TF材料厚度方向碰撞,使用弹塑性本构模型时

σxx的等值云图

Fig.3σxxcontourforelastic-plasticconstitutivemodel

whilecompactingalongTFthicknessdirection

图4 沿TF材料经向碰撞,使用弹塑性本构模型时

σxx的等值云图

Fig.4σxxcontourforelastic-plasticconstitutivemodel

whilecompactingalongTFwarpdirection

图5 沿TF材料厚度方向碰撞,使用弹塑性本构模型时对称轴线y=3cm上的应力空间分布

Fig.5Stresswavesalongy=3cmforelastic-plasticmodelwhilecompactingalongthicknessdirection
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图6 沿TF材料经向方向碰撞,使用弹塑性本构模型时对称轴线y=3cm上的应力空间分布

Fig.6Stresswavesalongy=3cmforelastic-plasticmodelwhilecompactingalongwarpdirection

图7 沿TF材料经向碰撞,使用弹塑性模型和弹性模型时

对称轴线y=3cm上的应力空间分布

Fig.7Stresswavesalongy=3cmforelastic-plasticmodel
andelasticmodelrespectively

whilecompactingalongwarpdirection

  从图7中看出,当各向异性材料按照弹塑性本构模型

计算时,应力波在传播过程中出现明显的弹性前驱波,正向

应力峰值(绝对值)比按照纯弹性本构模型的计算值小,表现

出弹塑性传播特点。以上数值模拟结果与理论分析的一致

性验证了模型的正确性及程序的可靠性。

5 结 论

  给出了平面应变条件下正交各向异性材料弹塑性本构

模型,讨论了在该正交异性本构模型中容变律和畸变律耦合

处理、物态方程引入以及坐标轴旋转、应力修正等方面的问

题。并以TF材料碰撞问题为例,将该本构模型嵌入自行编

制的动态显式有限元程序中,模拟平面应变条件下应力波传

播规律。通过对数值模拟结果的分析表明:

  (1)数值模拟结果与理论结果符合良好,验证了本构模

型的正确性及程序的可靠性。

  (2)材料中除正向冲击波传播还有侧向稀疏波传播,应力波在传播过程中具有二维特点。

  (3)应力波在TF材料中传播时表现出各向异性特点。沿TF的厚度方向和经向正碰撞时所激发的冲击波具有不

同的动力学参量,包括正应力平台峰值、碰撞方向的正向应力与侧向应力、冲击波速度,侧向稀疏波速度等。

  (4)应力波在传播过程中表现出弹塑性传播特点。
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Constitutiverelationforanisotropicmaterialsunderplane-strainconditions
anditsapplicationtostress-wavepropagationsimulation*

HUANGXia,TANGWen-hui,JIANGBang-hai
(InstituteofTechnicalPhysics,ScienceCollege,NationalUniversityofDefenseTechnology,

Changsha410073,Hunan,China)

Abstract:Toinvestigatethewavepropagationfeaturesinanisotropicmaterialsunderplane-straincon-
ditions,anelastic-plasticconstitutivemodelwasconstructedbycombiningtheHooke’slawofaniso-
tropicmaterial,theTsai-Hillyieldcriterion,theclassicfundamentalprinciplesofplasticmechanics
andthemodifiedGrüneisenequationofstateconsideringthenonlinearcompressibilityofvolumeat
highpressures.Andbasedontwo-dimensionalmaterialdeformation,therotationofmaterialprincipal
axesandthemodificationofobjectivestressratewerediscussed.Thenaself-developed,explicit,dy-
namic,finiteelementcodewasappliedtosimulatetheplane-stresswavepropagationincertainaniso-
tropicfiber-enforcedcompositesduringcollision.Theresultsshowthatstresswavespropagatingin
theabovematerialdisplaytwo-dimensional,anisotropicandelastic-plasticfeaturesunderplane-strain
conditions.
Keywords:solidmechanics;stresswavepropagation;anisotropic;plane-strain;constitutivemodel;

finiteelement
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