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一种三阶有限体积法及其在欠膨胀射流激波结构
数值模拟中的应用

*
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(第二炮兵工程大学发射理论与技术军队重点实验室,陕西 西安 710025)

  摘要:以喷管出口欠膨胀射流为研究对象,在Lagrange坐标系下建立欠膨胀射流二维积分形式的流动

方程。通过在单元交接面处进行三阶ENO(essentiallynonoscillatory)格式插值,构造得到一种适用于求解该

方程的三阶ENO有限体积法。采用该格式对一维Sod激波管算例和喷管出口欠膨胀射流进行数值计算。

计算结果表明,该方法具有高精度、基本无振荡的特点,能很好地捕捉包含激波、滑移线以及三波交点等复杂

流场波系结构。计算得到的波系结构中马赫盘的位置与实验结果吻合很好,相对误差小于1.1%。
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  在枪炮武器、火箭和航空航天等工程技术领域都涉及燃气射流冲击的问题,射流波系结构的影响因

素有很多[1]。为了减少燃气射流对近场设备和工程设施的冲击危害,需要了解射流流场波系结构和流

场的流动状态。由于相关的射流实验费用昂贵,且通过实验不可能详尽地研究各种因素在不同水平对

射流波系结构的影响。然而,采用高精度的数值方法能够有效地捕捉燃气射流场的激波波系结构,并且

与相同工况下的实验结果能很好地吻合[2-3]。
近十几年来,基于非结构/结构网格的高精度算法发展迅速,主要有TVD、DGM、ENO、k-exact有

限体积方法等[4-6]。从A.Harten等提出ENO格式以后,许多学者从不同的思路出发,提出了多种形式

的ENO格式,如 WENO、CENO[7-8]。徐文灿等[9]采用高分辨率的ENO格式对喷管流动问题进行了数

值计算,得到了推力随摆角变化的规律,与实验结果基本一致,证明了采用ENO格式能够很好地捕获

复杂波系,反映激波和边界层之间的相互干扰。陆霄露等[10]也采用ENO格式计算了一维非定常进排

气流动问题,计算结果表明发动机的主要性能参数都和实验结果吻合很好。
为了清晰地捕捉到流场中的间断区域(激波结构),研究一种有效求解Lagrange坐标系中积分形式

欧拉方程的三阶ENO有限体积法,并且采用具有精确解的激波管算例验证该方法的有效性。最后,采
用该方法求解典型的欠膨胀射流的流动问题。

1 控制方程

  在Lagrange坐标系中,二维轴对称非稳态可压缩气体流动的积分形式欧拉方程[11]为:

d
dt∫

Ω(t)

UdΩ+∫
Γ(t)

FdΓ=0 (1)

式中:Ω(t)为由边界Γ(t)包围的运动控制体,守恒变量矢量U=[ρ,M,E]T,通量矢量F=[0,pn,

pu·n]T。其中,ρ为密度,u为速度矢量,M=(Mx,My)=ρu 为动量,E 为总能量,n=(nx,ny)为边界Γ
(t)的外法线向量。理想气体的状态方程压力p=(γ-1)ρe,e为气体的质量内能。
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2 数值计算方法

  二维空间域划分为 m×n 个计算单元。Ωi+1/2,j+1/2为一个四边形的计算单元,它的顶点分别为

(xi,j,yi,j)、(xi+1,j,yi+1,j)、(xi+1,j+1,yi+1,j+1)、(xi,j+1,yi,j+1)。Si+1/2,j+1/2为计算单元Ωi+1/2,j+1/2的

面积。采用格心型有限体积法,所有的物理量都存储在计算单元的中心。因此,采用均值形式的密度

ρ
-
i+1/2,j+1/2、动量M

-

i+1/2,j+1/2以及总能量E
-

分别如下式所示:

ρ
-
i+1/2,j+1/2=

∬Γi+1/2,j+1/2
ρdxdy
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(y)
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i+1/2,j+1/2=
∬Γi+1/2,j+1/2

Edxdy

Si+1/2,j+1/2

式中:Mx、My分别为x 方向和y 方向的动量。

  采用有限体积法,对控制方程式(1)进行离散,得到轴对称Euler方程组的半离散守恒方程形式:
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式中:k为计算单元4个顶点的序号,按逆时针方向排序;pk,k+1为计算单元k顶点和k+1顶点边界上的

压强。由于采用有限体积方法得到的是网格平均值p
-,由p

- 可以构造高阶插值多项式p(x,y),但不能

保证p(x,y)在网格边界上是连续的,因此pk,k+1不能直接从构造的插值多项式p(x,y)求得。这里需

要解一个Riemann问题,通过求精确Riemann解,可以得到pk,k+1的值。而法向速度un和网格侧面积

的乘积取为:

un,k,k+1sk,k+1=12
[(uk+uk+1)(yk+1-yk)-(vk+vk+1)(xk+1-xk)] (3)

图1 速度的控制体

Fig.1Controlvolumeofvelocity

式中:uk为计算单元Ωi+1/2,j+1/2中序号为k的顶点在x 方向的速

度。同理,vk为y 方向的速度,(xk,yk)为该顶点的坐标值。Δt时

间后网格中心新速度û=(̂u,̂v)和能量 Ê 可由式(4)、(5)联立求

得。计算单元顶点的新速度采用格点型格式直接计算,构造顶点

处速度的控制体为图1中虚线边界Γ′k包围的控制体Ω′i+1/2,j+1/2,
在二维空间上进行三阶ENO重构,则有插值多项式:

p(x,y)=q0+qxx+qyy+qxyxy+qxxx2+qyyy2 (4)

式中:q0、qx、qy、qxx、qxy、qyy为待定系数。将Ω′i+1/2,j+1/2边界的线段用参数方程x=x1+(x2-x1)t,y=

y1+(y2-y1)t,根据文献[10],计算单元顶点运动的位置(̂xij,̂yij),̂xij=xij+Δt̂uij,̂yij=yij+Δt̂vij。根

据每个顶点的新位置求得计算单元新的面积Ŝi+1/2,j+1/2,进而得到新的密度ρ̂i+1/2,j+1/2=wi+1/2,j+1/2/

Ŝi+1/2,j+1/2,其中wi+1/2,j+1/2为计算单元内流体质量。

  联立式(2)~(4),在结构网格下采用高阶ENO-FVM格式,方程(1)能够表示[4]为:

∂
∂tU=L(U)+O(U3) (5)

  求解过程忽略3阶以上高阶项的影响,方程(1)的求解转化为常微分方程的求解问题。常微分方程
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的求解采用具有TVD性质的三阶Runge-Kutta方法,如下式[10]所示:
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式中:时间步长Δt根据式 Δt(r)=λmin(Δl(r)i+1/2,j+1/2/c(r)i+1/2,j+1/2)来确定,其中,r表示第r 个计算步;

Δl(r)i+1/2,j+1/2为Γi+1/2,j+1/2边界中最短边的长度;c(r)i+1/2,j+1/2为计算单元Ωi+1/2,j+1/2内的声速;计算中Cou-
rant数λ取为0.5。

3 计算结果与分析

3.1 Sod激波管算例

图3 计算区域

Fig.3Computationaldomain

图2Sod激波管密度分布

Fig.2DensityprofilesfortheSodproblem

  计算域为[0,2],所采用的网格数为

100,初始条件为:

(ρ,u,p)=
(1.0,0,1.0)   x≤1
(0.125,0,0.1)  x>{ 1

  采用 Newmann边界条件,取CFL系

数为0.5,计算推进到t=0.5s时终止计

算。此时,流场中包含一个激波、一个接触

间断和一个膨胀波。图2给出了采用数值

方法得到的密度分布曲线。从图2可以看

出,三阶ENO有限体积法的激波分辨率很

高,能准确捕捉到激波结构,将激波被抹平

的厚度限制在一个网格单元尺度。表1给

出了不同网格尺度下,三阶ENO有限体积

法的密度误差 L1范数及其收敛精度[6]。
从表1可以看出,随着网格尺度的减小,计
算方法体现出了网格收敛性,并且收敛的精

度大致相当,计算时间以指数倍增长。

3.2 喷管出口欠膨胀射流问题

  根据文献[1],计算了喷管出口欠膨胀

射流例子,计算域为喷管子午面截得的一半

区域,如图3所示。图中AB 表示喷管的出

口半径de,AC 表示喷管的中心轴线,上游

边界BD 和外边界DE 为静止大气条件,下
游边界CE采用外推。采用无量纲格式计

算,参考长度de=10mm,参考压力p0=
101.325kPa,参考温度T=300K。计算区

表1 三阶ENO有限体积法密度误差

Table1Densityerrorforthird-orderENOfinitevolumemethod

网格尺度 L1误差 计算时间/s 收敛精度

0.02 3.03×10-3 0.0726
0.01 4.09×10-4 0.2962 2.89
0.005 3.90×10-4 1.1022 2.96

域为[0,9]×[0,4]计算区域内布置270×160个网格,整个计算域初始时为静止大气条件,在t=0时刻

射流突然喷出。计算了两种工况,工况1轻度欠膨胀,喷管出口压力比为2.06;工况2重度欠膨胀,喷
管出口压力比为26.4。
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图4 工况1下计算结果等值线图和纹影照片

Fig.4Contourmapsandschlierenphotographincase1

图5 工况2下计算结果等值线图和纹影照片

Fig.5Contourmapsandschlierenphotographincase2
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  图4(a)~(c)分别给出了工况1在第1000个计算时间步时刻的马赫数、压力、密度等值线分布。
从图4可以看出,射流的流场结构类似钻石状,马赫盘略有呈现,入射激波、反射激波、马赫盘等构成的

波胞交替产生。在下游边界处,由于射流与静止大气之间的对流作用,流场中产生了间断面。由于Eu-
ler方程可以看作是高Reynolds数下的近似,因此边界层区域附近将出现Kelvin-Helmholtz不稳定性,
越往下游不稳定性越明显。计算结果与正格式数值计算的结果[12]和实验纹影照片图4(d)反映的流场

结构吻合较好。

  图5(a)~(c)分别为工况2下马赫数、压力和密度等值线分布。与工况1相比,由于喷管出口压力

比增大,图5中有明显的马赫盘结构,在马赫盘的边缘与入射激波和反射激波交汇形成三叉激波,出现

三波交点和滑移线,马赫盘上游射流的结构较稳定,下游流场出现了明显的Kelvin-Helmholtz不稳定

性。由于出口压力比增大,计算域内只能形成一个波胞,并且马赫盘的过渡区间很窄,说明本文中采用

的方法具有较强的捕捉激波的能力。图5(d)为相同流动条件下的实验纹影照片[13],实验结果中第一个

马赫盘距喷管出口平面的距离为4.56de。采用数值方法得到的马赫盘的位置为4.51de,文献[12]中采

用正格式的结果为4.68de,两种算法相比较,采用本文方法得到的马赫盘位置更精确。与实验得到的

马赫盘位置比较,本文计算结果的误差小于1.1%,且与实验纹影照片所反映的流场结构吻合较好,表
明该方法具有较高的精度,能精确捕捉激波位置,并且在激波面上不会产生振荡或抹平间断现象。

4 结 论

  以ENO格式为基础,通过在单元交界面处进行三阶ENO格式插值,构造了一类求解Lagrange坐

标系中积分形式欧拉方程的三阶ENO有限体积法。数值计算结果表明,该方法具有较高的数值精度,
适用于非稳态流场的数值计算,并且具有较强的激波捕捉能力,能够清晰地模拟出复杂流场的射流结

构,与相同工况下实验结果吻合较好。
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Athree-orderfinitevolumemethodanditsapplication
tounder-expandedjetshockwavestructuresimulation

XieZheng,XieJian,LiLiang
(MilitaryKeyLaboratoryforArmamentLaunchTheory& Technology,

TheSecondArtilleryEngineeringUniversity,Xi’an710025,Shaanxi,China)

Abstract:Byconsideringtheunder-expandedjetflowfromnozzleexit,theintegralformEulerequa-
tionsforunsteadycompressibleflowintheLagrangecoordinatesofamovingcontrolvolumewasde-
veloped.Byusingthree-orderessentiallynon-oscillatory(ENO )interpolationsatcellinterfaces,a
three-orderENOfinitevolumemethodfortheintegralformEulerequationswaspresented.TheSod
shocktubecaseandnozzleoutletunder-expandedjetshockwavestructureswereusedtotestthepro-
posedscheme.Thenumericalresultsdemonstratethatthemethodisaccurateandnon-oscillatory,

anditcancapturethewavestructuresofjetflowfieldsincludingshockcellstructure,sliplines,jet
boundaryandthetriplepointwell.Meanwhile,thesimulatedMachdisklocationsinwavestructures
coincidewiththeexperimentallymeasuredones,especiallytheerrorofthefirstMachdisklocationsin
wavestructuresbetweenthenumericalresultsandtheexperimentalresultswaslessthan1.1%.
Keywords:shockwavestructures;essentiallynon-oscillatory;finitevolumemethod;under-expanded
jet
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