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爆轰驱动平板的抛射角方程
*

秦承森,刘 义,杭义洪,王 裴
(北京应用物理与计算数学研究所,北京 100088)

  摘要:在运动坐标系中,将材料视作不可压缩流体,考虑流体微元间的相互挤压作用,由动量方程出发,

推导出爆轰驱动二维平板过程中物质元的抛射角方程,并讨论了方程的解与矢量三角形几何关系的等价性。
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1 引 言

  在爆炸加工、爆炸焊接、成型装药爆轰驱动聚能罩及飞片的二维加速过程中,物质元的速度大小和

方向的变化十分重要。
许多学者研究过这一问题[1~7],并得到了一系列半经验及近似计算公式。G.T.Taylor[1]于1941

年提出的泰勒公式给出了抛板的极限速度和抛射角之间的关系并被广泛使用。P.C.Chou等[3]对泰

勒公式进行了改进,运用指数加速模型导出了更精确的公式。
为了获得更精确的抛射角方程,本文中考虑物质元之间的相互作用,从不可压缩流体的动量方程出

发,推导出爆轰驱动二维平板过程中物质元的抛射角控制方程。

2 物理模型

  平面二维情况下,选静止坐标系(x,y),y=0为平板上表面,平板厚度为h。y>0区间为炸药,平
板的初始位置x=l0选为流体微元的拉格朗日坐标。平面爆轰波以CJ爆速DJ行进,波阵面与平板交角

为ω,则交点O 沿平板前进的速度

U=DJ/sinω (1)
设爆轰波达l0微元的时间为T,该微元t时刻在静止坐标系中的速度为V(l0,t),它与平板表面垂线方

向的夹角记为θ(l0,t),称为该物质微元的抛射角。

图1 爆轰驱动平板加速过程

Fig.1Accelerationprocessoftheplateunderdetonation

选随O 点运动且原点固定于O 点的坐标系,则
在动坐标系中,该微元的速度

q(l0,t)=V(l0,t)-U (2)
其矢量叠加图见图1的△ABC,令q(l0,t)与平板的

夹角为α(l0,t),将矢量关系式(2)的几何表示单独

画出,见图2。在不可压缩近似条件下,当爆轰波扫

过平板时,平板速度V 从零开始,抛射角也是从零

开始。设爆轰波达到平板端点的时间取为时间零点

t=0,取端点坐标x=0,即端点l0=0,设爆轰波达

到平板微元l0的时刻为T,则T=l0/U 。于是,l0
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图2q(l0,t)=V(l0,t)-U 矢量三角形

Fig.2q(l0,t)=V(l0,t)-Uvectortriangle

微元起飞初态:θ(l0,T)=0,α(l0,T)=0,V(l0,

T)=0,q(l0,T)=U ,U≡AB⇀,为常矢量,位于图2
中的B 点。随着时间推移t-T>0,l0 微元速度矢

量V≡CB⇀逐渐增大,α、θ亦随之增长,△ABC即为t
时刻矢量V、q、U 组成的三角形。

3 运动方程

  在随O 点运动的坐标系中,选择流体微元运动

轨迹的切向τ和法向n 为坐标方向,则微元l0在时

刻t的运动速度可写为q(l0,t)=q(l0,t)τ,τ、n为流

体微元运动轨迹切向和法向单位向量。令l表示以O 点为原点的沿l0微元轨迹的坐标值,一般l=l
(l0,t)。在运动坐标系中,微元动量方程可写为
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(3)

式中:p=p(l,t),q=q(l,t),dqdt
为物质导数,R 为流体微元运动轨迹的曲率半径。按定义有

1
R =dαds=1q

dα
dt

(4)

式中:ds为微元l0在dt时间内沿l移动的距离(亦可记为δl=ds),故q=ds/dt。
假设平板的厚度h足够小,且在运动过程中维持不变,即h=h0。平板一侧为爆轰产物形成的压力

p(l,t),另一侧为真空,p=0,则有近似式

-췍p췍n=p(l0,t)
h0

(5)

注意到l坐标与l0坐标的选取方向相反,若初始长度为dl0的微元,t时刻长度为-dl,质量守恒为

h0ρ0dl0=-h0ρdl,在h≈h0 近似下,ρ0dl0=-ρdl,因此,动量方程(3)可以写成拉氏形式
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附加初值条件t=T,q(l0,T)=U,α(l0,T)=0,p(l0,T)=pJ,其中pJ为C-J爆压。若给出p(l0,t),则
由式(6)可以解出q(l0,t)、α(l0,t),于是,θ(l0,t)、V(l0,t)亦可相继求出。

4 抛射角变化方程

  当l0 微元从t=T 时刻开始运动后,由于V(l0,t)的变化,α、θ亦随之改变。在上节,在运动坐标系

中,给出微元的运动变化方程。本节给出α、θ的变化方程。
在矢量和q(l0,t)=V(l0,t)-U 中,U 为常矢量,故有

췍q(l0,t)
췍t =췍V

(l0,t)
췍t

(7)

亦可写成欧拉形式

dq(l,t)
dt =dV

(l,t)
dt

(8)

由q(l,t)=q(l,t)τ,有
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dq
dt=dqdtτ+qdτdt=dqdtτ+qdαdtn

(9)

式中:τ⊥n。在矢量三角形(如图2)中,CA⇀=q,CB⇀=V,将V 沿τ、n方向分解,有V=Vsin(α-θ)τ+
Vcos(α-θ)n,则

dV
dt= V

·
sin(α-θ)+Vcos(α-θ)(α

·
-θ

·
)-Vcos(α-θ)α[ ]

·
τ+

  V
·
cos(α-θ)-Vsin(α-θ)(α

·
-θ

·
)+Vsin(α-θ)α[ ]

·
n (10)

式中:V
·
≡dVdt

,α
·
=dαdt

,θ
·
≡dθdt≡

췍θ(l0,t)
췍t

。由式(8)、式(9)和式(10)给出

q
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·
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·
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式中:q
·
≡dq
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dt ≡췍q
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。式(6)亦可写为q
·
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(qα
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,稍加变化给出关于α、θ、q的微分方程组
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初始条件:q(T)=U,V(T)=0,α(T)=θ(T)=0。将前两式相加,并令X=sin(α-θ),则方程组(12)化
为

X
·
+ V

·

V +q
·
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q
(13)

初始条件:t=T,X(T)=0。使用方程(12)或方程(13),可以研究抛射角θ及α的变化。若V(l0,t)已

知,则由方程(12)可以求出θ(l0,t)、q(l0,t)和 (l0,t),简单地称方程(12)为抛射角方程。

5 抛射角方程解与几何关系的等价

  假设V(l0,t)、q(l0,t)为已知,则由微分方程(13)可以解出α、θ、q、V 之间的关系。
由于方程(13)是由q=V-U 加上动量守恒导出的,因此,方程(13)的解既满足流体力学方程,又满

足△ABC的所有几何关系,下面证明这一点。当V、q为已知时,方程(13)为一阶微分方程,其解为
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使用初始条件V(l0,T)=0、q(l0,T)=U ,可得

sin(α-θ)=q2+V2-U2

2qV
(14)

注意到sin(α-θ)=cos∠C,则方程(14)为U2=q2+V2-2qVcos∠C,它就是余弦定理。因此,方程

(13)的解与△ABC的几何关系是等价的,即正弦定理、正切定理均为方程(13)的解的形式。

6 讨论与结论

  简短地讨论一下方程(6)和方程(12)的应用。

  (1)如果假设作用于微元l0 的压力p(l0,t)与l0 无关,即q为常数且等于初值U,则求α的变化仅

需解方程(6)中的第二式。若假设p=p(α),则方程化为ρ0h0Uα
·
=p(α),解此方程可得α的解,沿此途

径,H.Richter[2]给出了α的解。
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(2)若令q
·
=0、q=U ,并假设V 为已知,则方程(12)的解为sinθ=V

2U
,α=2θ,q=U ,此为泰勒公

式[1],可见泰勒公式是在q
·
=0近似条件下方程(12)的解。

(3)在q
·
=0,及α-θ是小量的假设下,方程(12)可以化为P.C.Chou[3]求抛射角所使用的方程
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在更一般的条件下,考虑微元间相互作用,方程(6)和方程(12)可以给出使用条件更广的抛射角公式。

  因此,有如下结论:(1)在考虑平板微元间相互作用的条件下,通过理论推导在运动坐标系下获得了

微元运动方程及抛射角方程,从而可以用来研究相互作用情况下抛射角的变化;(2)抛射角方程的解与

矢量三角形的几何关系是等价的。
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Theprojectionangleequationofflyerplateunderdetonationdriving
QINCheng-sen*,LIUYi,HANGYi-hong,WANGPei

(InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100088,China)

Abstract:Startingfromthemomentumequation,aprojectionangleequationoftheplanarflyerplate
underdetonationdrivingisderivedinthemovingreferenceframebyregardingthematerialasincom-
pressiblefluidandconsideringtheforcebetweentheneighbouringsegments.Theequivalencebetween
thesolutionoftheequationandthegeometryrelationofthevectortriangleisalsodiscussed.
Keywords:mechanicsofexplosion;projectionangleequation;incompressiblefluid;shapedcharge;

detonationdriving
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