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  摘要:给出了求解多维无粘可压Euler方程组的四阶半离散中心迎风格式,该格式根据非线性波在网格

单元边界上传播的局部速度来更准确地估计局部Riemann的宽度,避免了计算网格的交错,降低了格式的数

值粘性。同时,考虑到LevelSet函数能隐式地追踪到界面的位置,而虚拟流的构造能隐式地捕捉到界面的边

界条件,因此再将新的四阶半离散中心迎风格式与LevelSet方法以及虚拟流方法相结合,成功地处理了非反

应激波和多介质流中爆轰间断的追踪问题。
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1 引 言

  无粘可压流的主控方程(即无粘可压Euler方程组)是双曲型守恒律方程组,求解该方程组的高分

辨率的数值解法已经发展得很完善,如迎风格式中的 WENO(weightedessentiallynonoscillatory
scheme)格式[1~2]、中心格式中的CWENO(centralWENO)格式[3~4]。迎风格式有一个共同的特点,就
是在网格单元的边界上需要求解Riemann问题,一般的处理方法就是使用近似Riemann求解器或进行

通量分解。当空间维数增大时,求解Riemann问题的过程变得极为繁琐,中心格式可避免迎风格式的

这一不足,但中心格式是以整个Riemann扇上的单元平均为基础的,无法避免相邻时间层之间计算网

格的交错。非交错网格上的中心格式也就应运而生,其中发展得比较好的有半离散格式[5~6]、半离散中

心迎风格式[7]。
但是上述高分辨率的方法在激波附近不再具有高阶收敛性,鉴于此,T.D.Aslam等[8]提出了基于

LevelSet的激波追踪方法,该方法准确地追踪了标量双曲守恒律方程中的线性与非线性间断面,使解

在间断处仍具有高阶精度。同时,R.P.Fedkiw等[9~10]将LevelSet方法与虚拟流方法结合,推广到了

追踪爆轰间断运动界面的问题上。考虑到LevelSet函数能隐式地追踪到界面的位置,而虚拟流的构造

能隐式地捕捉到界面的边界条件,同时半离散中心迎风格式的数值耗散较小,因此本文中将以上3种方

法相结合,对非反应激波和多介质流中的爆轰间断追踪问题进行处理。

2 求解无粘可压Euler方程组的半离散中心迎风格式

  先考虑一维无粘可压Euler方程组
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式中:ρ、u、p、e和E 分别为密度、速度、压强、比内能和总能量。

  为简化问题,将空间和时间均匀剖分,所得步长分别记为 Δx、Δt,网格比λ=Δt/Δx。u-nj ≈
1
Δx∫

xj+1/2

xj-1/2
u(x,tn)dx表示tn 时刻以xj 为中心的单元Ij=[xj-1/2,xj+1/2]上的数值平均。可建立如下求解

式(1)中各个标量方程的守恒型半离散中心迎风格式

d
dtu

-
j(t)=-Hj+1/2(t)-Hj-1/2(t)

Δx
(2)

式中:四 阶 数 值 通 量 Hj+1/2 (t)有 两 种 选 取 方 式,一 种 是 文 献 [6]中 的 Hj+1/2 (t)=
f(u+

j+1/2(t))+f(u-
j+1/2(t))

2 -aj+1/2(t)
2

[u+
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j+1/2=Rj+1(xj+1/2,t),u-
j+1/2=Rj

(xj+1/2,t),Rj是单元Ij上分片重构多项式。

  数值通量中非线性波传播的局部速度为aj+1/2= max
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E),ρ和λ1,…,λN(λ1<…<λN)分别是Jacobi矩阵췍f
췍u

的谱半径和N 个特征值,C(u-
j+1/2,u+

j+1/2)是相空

间中通过Riemann扇连接u-
j+1/2和u+

j+1/2的曲线。

  光滑指标[11]如下:En
j=
1
12
{[u-n+1j+1-u-n-1j+1+4(u-n+1j -u-n-1j )+u-n+1j-1-u-n-1j-1]Δx-[f(u-n+1j+1)-f(u-n+1j-1)+

4(f(u-nj+1)-f(u-nj-1))+f(u-n-1j+1)-f(u-n-1j-1)]Δt}。为了减少计算量,在tn 时刻,当En-1
j /Δx3>K 时,选

取文献[7]中的四阶数值通量进行计算,否则选取文献[6]中的四阶数值通量,K 是可选参数(K=10-3

~10-1),一般情况下,K 越大,解的不光滑程度越高。

  为了保证整个格式具有四阶精度,取Rj 为单元Ij 上的四阶CWENO重构多项式[3]。最后只需再

用四阶的SSP(strongstabilitypreserving)Runge-Kutta法[12]求解式(2),同时结合Componentwise技

术[4]即可。

  二维无粘可压Euler方程组为
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式中:u、v分别为x、y方向的速度分量。求解式(3)中各标量方程的四阶守恒型半离散中心迎风格式为

d
dtu

-
j,k(t)=-Hx

j+1/2,k(t)-Hx
j-1/2,k(t)

Δx -Hy
j,k+1/2(t)-Hy

j,k-1/2(t)
Δy

(4)

式(4)中的四阶数值通量也有两种选取方法,分别见文献[6~7]。同样可以根据二维光滑指标En-1
j,k (其

表达式见文献[11])选择不同的数值通量:在tn 时刻,当En-1
j,k/Δx4>K(与一维情况有所差别)时,选取

文献[7]中的四阶数值通量进行计算,否则选取文献[6]中的四阶数值通量进行计算。应指出的是,在重

构单元Ij,k=[xj-1/2,xj+1/2]×[yk-1/2,yk+1/2]上的分片多项式Rj,k时,用到了二维四阶CWENO 重

构[4]。

  说明:文献[6~7]中的半离散中心迎风格式在空间方向仅具有三阶精度,而本文中采用了文献[3~
4]中的四阶的CWENO重构,使原半离散中心迎风格式在空间方向的精度提高了一阶,得到四阶半离

散中心迎风格式;光滑指标的引入在一定程度上减少了计算量。
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3 求解无粘可压Euler方程组的虚拟流方法

3.1 激波的运动速度

  对于简单的非反应激波,可由质量守恒方程推导出激波的近似速度D=(ρlul-ρrur)/(ρl-ρr),其
中下标l、r分别表示激波的左、右状态。对于更一般的情况,也可通过动量守恒方程来定义激波速度D

= [ρl(ul)2+pl-ρr(ur)2-pr]/(ρl-ρr)。

3.2 追踪激波面的LevelSet方程

  用LevelSet运动界面方程

췍ϕ
췍t+W·∇ϕ=0 (5)

的解的零水平集来追踪激波面的位置。式中:∇为梯度算子,W 是激波面上的LevelSet速度,满足W
=DN,N=∇ϕ/|∇ϕ|=(n1,n2,n3),从ϕ<0的区域指向ϕ>0的区域。由于激波的运动可以看作是不

受压介质(非激波介质)向受压介质(激波介质)的转换,所以若在激波介质中取ϕ<0,而在非激波介质

中取ϕ>0,则N 将从激波介质指向非激波介质。可用简单的离散方法[13]求解方程(5)。

3.3 虚拟流的构造

  现将质量、动量和能量的守恒用于激波面,可以确定3个连续变量[10]:运动参考系下质量、动量和

能量的通量Fρ、FρV和FE

Fρ=ρ(VN -D) (6)

FρV =ρ(VT-DNT)(VN -D)+pNT (7)

FE = ρe+ρ|V-DN|2
2 +æ

è
ç

ö

ø
÷p (VN -D) (8)

式中:速度向量V0=(u,v),VN 是V 在N 方向的投影。通过求解方程

FG
ρ =FR

ρ (9)

FG
ρV =FR

ρV (10)

FG
E =FR

E (11)
来定义每个网格点处的虚拟流值。上标R、G分别代表网格点处的真实流值和虚拟流值。由于在每个

网格点处FR
ρ、FR

ρV、FR
E、N 和D 均已知,带入式(9)、(10)、(11)后剩下ρG、VG、pG 和eG 待定,这时只需再

用状态方程便可求出上述虚拟流值。

  以一维无粘可压Euler方程组为例,可将方程(6)、(7)、(8)化简为

Fρ=ρ(VN -D) (12)

FρV =ρ(u-DNT)(VN -D)+pNT (13)

FE = ρe+ρ(VN -D)2
2 +æ

è
ç

ö

ø
÷p (VN -D) (14)

进一步可得

FρVN =NFρV =ρ(VN -D)2+p (15)
再由式(9)、(10)、(11)可得

ρG(VG
N -D)=FR

ρ (16)

ρG(VG
N -D)2+pG=FR

ρVN
(17)

ρGeG+ρG(VG
N -D)2
2 +pæ

è
ç

ö

ø
÷

G (VG
N -D)=FR

E (18)

同时,虚拟流还应满足状态方程

pG=(γG-1)ρG(eG-eG0) (19)
式中:γ为气体比热比,e0 为初始状态的比内能。
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最后,通过求解式(16)~(19)便可求出ρG、VG
N、pG 和eG。

  说明:联立式(16)~(19)可得

VG
N -D=

γGFR
ρVN

(γG+1)FR
ρ
±

γGFR
ρVN

(γG+1)FR

æ

è
ç

ö

ø
÷

ρ

2

-2
(γG-1)
(γG+1)

FR
E

FR
ρ
-eGæ

è
ç

ö

ø
÷0 (20)

  当构造激波虚拟流时,“±”号的选取应使|VG
N-D|的取值最小,而当构造非激波虚拟流时,“±”号

的选取应使|VG
N-D|的取值最大。

  说明:理想气体状态方程为p=ρRT=ρ
Ru

MT=(γ-1)ρ(e-e0),其中普适气体常数Ru≈8.31451

J/(mol·K),M 为气体摩尔质量。

4 算 法

  现给出求解无粘可压Euler方程组的虚拟流方法的算法:

  第一步,根据真实流和状态方程可以构造出虚拟流;

  第二步,在整个计算区域内,利用本文中的四阶半离散中心迎风格式同时求解以虚拟流和真实流为

初值的无粘可压Euler方程组;

  第三步,通过求解LevelSet方程来追踪激波面(爆轰间断面)的位置,借此重新给出真实流值;

  第四步,若已达计算终止时间,算法结束,否则,转到第一步。

5 数值算例

  算例1:检验四阶半离散格式的精度。

图1Burgers方程的数值解

Fig.1NumericalsolutionofBurgersequation

  考虑一维Burgers方程췍u
췍t+ 췍

췍x
u2æ

è
ç

ö

ø
÷

2 =0,

x∈[0,2π],满足周期性边界条件,初值u0(x)

=0.5+sinx。为了检验本文中的四阶半离散

格式(简记为SD4格式)的精度,先考虑前激波

时刻t=0.5(激波还未形成,解仍然光滑)处的

数值解,表1中给出了相应的L1 误差和L∞误

差[8],充分说明了SD4格式的数值精度可以达

到四阶。图1给出了t=2时刻的由SD4格式

和四 阶 中 心 加 权 基 本 无 振 荡 格 式(简 记 为

CWENO4格式)得到的数值解,区间等分数m
=80。相比之下,由SD4格式得到的数值解略

优于由 CWENO4格式得到的数值解。在用

SD4格式求解Burgers方程的过程中,网格比λ

=0.3。
表1SD4格式的数值精度:Burgers方程

Table1NumericalaccuracyofSD4scheme:Burgersequation

N L1 误差 精度阶 L∞误差 精度阶

40 2.7947×10-3 1.9954×10-3

80 4.7402×10-4 2.5597 2.7032×10-4 2.8839

160 2.6924×10-5 4.1380 1.5862×10-5 4.0910

320 1.6172×10-6 4.0573 9.0242×10-7 4.1356
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  算例2:二维四阶半离散格式的应用 四激波结构[14]。

  初值为

(ρ,u,v,p)=

(1.5,0,0,1.5) x>0.5,y>0.5
(0.5323,1.206,0,0.3) x<0.5,y>0.5
(0.138,1.206,1.206,0.029) x<0.5,y<0.5
(0.5323,0,1.206,0.3) x>0.5,y<0.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 5

,

图2 密度场的等值线图

Fig.2Contoursofdensity

满足线性外推边界条件。图2是t=0.3时刻由

SD4格式得到的密度场的等值线图,网格剖分规格

为100×100,网格比λ=0.28。可以看到激波的捕

捉效果相当好。

  算例3:单激波问题。

  计算区域为[0,1m],初始界面位于0.5m处,
两种气体的比热比和摩尔质量均相同,分别为γ=
1.4、M=40g/mol,且都有e0=0.0J/kg。左侧气

体的初始值为ρ=2.124kg/m3、u=89.981m/s、

p=148407.3Pa,右侧气体的初始值为ρ=1.583
17kg/m3、u=0.0m/s、p=98066.5Pa。图3(a)、
(b)、(c)给出了t=1ms时由本文中的四阶半离散

格式得到的数值解,区间等分数m=100,网格比λ
=0.001。不难看出该低耗散、高分辨率的差分格式在激波附近的数值耗散仍然过大。图3(d)、(e)、(f)
给出了基于四阶半离散格式的虚拟流方法(简记为SD4_GFM)得到的数值解,区间等分数同样为100,
网格比λ=0.001。显然,SD4_GFM在激波处没有产生数值耗散,且激波追踪效果极佳。

图3 单激波问题

Fig.3Singleshockproblem
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  算例4:激波管问题Ⅰ。

  现将算例1中的左侧气体初始值改为ρ=3.0kg/m3、u=0.0m/s、p=200kPa,保持其他条件不

变。图4(a)、(b)、(c)给出了区间等分数m=100时,由SD4_GFM得到的数值解,激波追踪的效果极其

完美,不足之处是解在激波左侧略微下凹。当区间等分数m=400时,这种现象完全消除,如图4(d)、
(e)、(f)所示。

图4 激波管问题Ⅰ
Fig.4Shocktubeproblem Ⅰ

  算例5:激波管问题Ⅱ。

  计算区域为[0,1m],初始界面位于0.3m处,两种气体的比热比和摩尔质量均相同,分别为γ=
1.4、M=40g/mol,且都有e0=0.0J/kg。左侧气体的初始值为ρ=1.0kg/m3、u=0.75m/s、p=1.0

Pa,右侧气体的初始值为ρ=0.125kg/m3、u=0.0m/s、p=0.1Pa。图5给出了t=0.2s时刻由SD4_

GFM得到的数值解,区间等分数m=400,网格比λ=0.01。激波的分辨率极高。

图5 激波管问题Ⅱ
Fig.5Shocktubeproblem Ⅱ
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  算例6:爆轰间断问题。

  计算区域为[0,8m],初始界面位于4m处,左侧为燃烧气体(激波介质),右侧为非燃烧气体(非激

波介质),两种气体的比热比均为γ=1.27。燃烧气体的摩尔质量 M=0.018kg/mol、e0=0.0J/kg,而
非燃烧气体的摩尔质量M=0.015kg/mol、e0=242.0/0.018kJ/kg。左侧气体的初始值为ρ=1.57861
kg/m3、u=2799.82m/s、p=7707520.0Pa,右侧气体的初始值为ρ=0.601kg/m3、u=0.0m/s、p=
100kPa。图6给出了t=0.5ms时刻由SD4_GFM 得到的数值解,区间等分数m=100,网格比λ=
0.01。本文中的方法准确地追踪到了爆轰间断面。

图6 爆轰间断问题

Fig.6Detonationdiscontinuityproblem

6 结 论

  给出了非交错网格上数值粘性较小的四阶半离散中心迎风格式,成功地求解了多维的无粘可压

Euler方程组(算例1~2)。光滑指标的引入能在一定程度上减少计算量。鉴于LevelSet函数能隐式

地追踪到界面的位置,而虚拟流的构造能隐式地捕捉到界面的边界条件,将该四阶半离散中心迎风格式

与LevelSet方法以及虚拟流方法结合起来,成功地处理了非反应激波追踪问题(算例3~5)以及多介

质流中的爆轰间断追踪问题(算例6)。当不知道激波是否存在或不知道是否会产生新的激波的情况

下,可将初始的LevelSet函数的零水平集设在充分远处,并将各处的真实流值赋值给虚拟流值,此时,
本文中的激波追踪方法便退化为一般的激波捕捉法。
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Applicationsoftheghostfluidmethod
basedonthefourth-ordersemi-discretecentral-upwindscheme

CAILi1*,FENGJian-hu2,XIEWen-xian3,ZHOUJun1
(1.CollegeofAstronautics,NorthwesternPolytechnicalUniversity,

Xi’an710072,Shaanxi,China;

2.CollegeofScience,Chang'anUniversity,Xi’an710064,Shaanxi,China;

3.SchoolofScience,NorthwesternPolytechnicalUniversity,Xi’an710072,Shaanxi,China)

Abstract:Afourth-ordersemi-discretecentral-upwindschemeformultidimensionalinviscidcompres-
sibleEulerequationsispresentedinthispaper.Basedonthelocalspeedsofnonlinearwavepropaga-
tionatgrids’boundaries,thewidthofthelocalRiemannfansarecalculatedmoreaccurately.Thus
theschemeenjoysamuchsmallernumericalviscosity,andthestaggeringbetweentwosetsofgridsis
avoided.SincethelocationoftheinterfacecanbetrackedbyLevelSetfunctionimplicitlyandthe
boundaryconditionsareimplicitlycapturedbytheconstructionofaghostfluid,theschemeiscom-
binedwiththeLevelSetmethodandtheghostfluidmethod.Inthisway,thenon-reactingshock
problemsanddetonationdiscontinuitiesinmultimaterialflowsaretrackedsuccessfully.
Keywords:fluidmechanics;semi-discretecentral-upwindschemes;inviscidcompressibleEulerequa-
tions;ghostfluidmethod;LevelSetmethod
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