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  摘要:从能量的观点在小挠度理论中引入表征膜力塑性耗散效应的修正因子,基于刚性板块的总体平衡

给出矩形板大挠度塑性动力响应的完全运动方程组,分析了理想刚塑性简支和固支矩形板在矩形脉冲和冲

击载荷下包括移行塑性铰相的完全大挠度响应过程。解决了当矩形板的挠度达到厚度量级时弯矩、膜力的联

合作用问题,理论预报的结果在板的挠度为10倍板厚的量级与实验结果符合良好,改进了只考虑弯矩作用的

小挠度理论结果和模态近似估计。

  关键词:固体力学;刚塑性响应;膜力效应;矩形板;大挠度

  中图分类号:O347.1   国标学科代码:130·1515   文献标志码:A

1 引 言

  研究结构的大变形塑性动力响应在结构的抗爆能力估计和金属动力成形等问题中具有重要的实际

意义。因而尽管大变形问题处理起来相当困难,近20年来仍有大量这方面的工作[1~2]。
矩形板是工程上应用最广泛的板结构。不同于梁和圆板,矩形板是二维非轴对称结构,其主应力方

向事先不知道,因而关于矩形板的理论分析相当复杂和困难,尤其在大挠度情形下,既有材料非线性,又
有几何非线性。K.L.Komarov等[3]的刚塑性小挠度理论(板的经典小挠度理论只适用于挠度远小于

厚度的情形)给出了最终挠度的上、下限估计,其结果在最大挠度超过2倍板厚时开始与实验值有显著

偏离。刚塑性和小挠度是一对相悖的假设,因而限制了其结果的适用范围。在许多实际问题中,板的挠

度达到板厚的几倍甚至十几倍,必须进行大挠度分析。但由于问题的复杂性,以前的大挠度理论分析大

都是近似估计,如N.Jones[4]和 W.E.Baker[5]等基于不随时间变化的变形位移剖面所作的模态近似

分析。T.X.Yu等[6]曾考虑大挠度响应的移行塑性铰相,并在角动量守恒方程中同时考虑弯矩和大挠

度诱导的膜力产生的合力矩Lmn作用,给出了一个较完整的理论分析。
事实上,对强约束结构,如端部受约束的梁和常见的大部分板,工程应用并不可能允许其横向变形

到面内尺寸量级而对几何构形有很大影响,大挠度一般在几倍至十几倍板厚的量级,这时大挠度效应主

要体现为膜力效应,即大挠度诱导的膜力出现在屈服条件和运动平衡方程中。本文作者基此提出了膜

力因子的概念[7~9],并成功地应用于梁、圆板的大挠度塑性分析中。本文中将该思想发展到二维非轴对

称的矩形板情形,而且不同于梁、圆板等一维问题从变形几何关系推导膜力因子的方法,避开矩形板动

力变形场二维数学表示的复杂性,直接从弯矩膜力联合作用塑性铰线上塑性功耗散函数出发定义膜力

因子,较简便地给出矩形板包括移行塑性铰相的大挠度塑性动力响应完全理论分析。

2 任意脉冲作用的基本方程

  考 虑一长为b、宽为a、厚为H的矩形板,其周边为不可移简支(边界支承参数α=1)或固支(α=2),
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单位面积质量为μ,受到强度为P(t)的均布载荷作用。假设板材料为理想刚塑性的,Y 为屈服应力,则
单位长度塑性极限弯矩M0=YH2/4。

  均布载荷作用下矩形板的极限平衡状态有两种可能的变形模式,如图1所示,相应的极限平衡方程

p0ξ2p=6α
p0(3-4ξp)=24γ2{ α

(1a)

p0(3-4δp)ξ2p=6α
p0(3-4ξp)δ2

p=6γ2{ α
(1b)

式(1a)可由式(1b)中令δp=1/2得到。其中,边长比γ=b/a≥1;p0=P0b2/M0 ,P0 是对应的塑性极

限载荷;ξp 和δp 是板在塑性极限状态下刚性区尺寸的无量纲参量;式(1)的建立用到这样的事实:塑性

铰线是主应力方向,并且在铰线上Mnn =M0(这里n代表铰线垂直方向)。从塑性极限分析知道,静的

极限平衡状态的变形机构是图1中的A型,即δp=1/2,而且ξp= 1+3γ2 -( )1/(2γ2)。

图1 变形机构

Fig.1Deformationmechanisms

  对于随时间不增的动载P(t)作用的情形,如果P(0)≡P* >P0 ,板发生塑性动力变形,惯性力参

与承载。变形模式如图1(a)或图1(b)所示,刚性块①、②绕各自支承边转动,而且一般地ξ、δ随时间变

化,即有移行铰线。参见文献[3],对于模式B可推导只考虑弯矩作用的小挠度理论运动方程组

ϕ
··

1ξ3(2-3δ)=p(τ)(3-4δ)ξ2-6α (2a)

ϕ
··

2δ3(2-3ξ)=p(τ)(3-4ξ)δ2-6γ2α (2b)

d
dτ
(ϕ
·

1ξ)=p(τ) (2c)

ϕ
·

1ξ=ϕ
·

2δ (2d)
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-
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H
,ϕ
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-

2 分别是刚性块①、②绕边界转动的角度;p

=Pb2
M0
。

  方程(2a)、(2b)分别描述的是刚性块①、②的角动量守恒,方程(2c)描述中央塑性区③的动量守恒,
方程(2d)是运动连续条件。

  如前所述,小挠度理论运动方程组(2)只适用于板的挠度远小于板厚的情形。当板的挠度达到和超

过板厚时,必须计入大挠度诱导的膜力效应,膜力将参与塑性耗散,增强结构刚性。可是大挠度理论的

一般运动方程由于同时包含弯矩和膜力而变得十分复杂。因此,本文中从能量的观点出发在小挠度理
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论中引入一表征膜力效应的修正因子来建立矩形板大挠度塑性动力响应运动方程组。计入大挠度诱导

的膜力增强效应从能量耗散来看等价于假设板的塑性极限弯矩随挠度不断增大,因而在小挠度运动方

程组(2)中作替换M0➝fnM0 ,即得到大挠度运动方程组

ϕ
··

1ξ3(2-3δ)=p(τ)(3-4δ)ξ2-6αfn

ϕ
··

2δ3(2-3ξ)=p(τ)(3-4ξ)δ2-6γ2αfn

d
dτ
(ϕ
·

1ξ)=p(τ)

ϕ
·

1ξ=ϕ
·

2

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï δ

(3)

式中:因子fn 代表随挠度增大的膜力增强效应。

  方程组(3)是关于未知函数ξ(τ)、δ(τ)、ϕ
·

1(τ)和ϕ
·

2(τ)的常微分方程组,其中函数ξ(τ)、δ(τ)刻画变

形机构中塑性铰线的移行规律。分析表明,存在临界过载参数

ζcr=(3-4ξp+ξ2p)+ 2ξ2p(3-4ξp)+ξ4p
如果p* ≤ζcrp0 ,在板的整个响应过程中只有模式A发生,不出现中央塑性平台区。当γ=1(即退化为

方板)时,ζcr=2;当γ➝∞(狭长板)时,ζcr➝3。

  在方程组(3)中令δ=1/2,得到没有中央塑性平台区(p* ≤ζcrp0)或中央塑性平台区消失后的变

形模式A的大挠度运动方程组

ϕ
··

1ξ3=2p(τ)ξ2-12αfn

ϕ
··

2(2-3ξ)=2p(τ)(3-4ξ)-48γ2αfn

2ϕ
·

1ξ=ϕ
·

ì
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í
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ï

2

(4)

3 基于塑性耗散的膜力因子

  为了求解大挠度运动方程组(3)和(4),必须事先求出膜力因子fn。弯矩和膜力联合作用下板内单

位长度塑性铰线的塑性功耗散率,即塑性耗散函数

D
·

i=(Nw-M)θ
·

i (5)

式中:w 为铰线处板的挠度,N 和M 分别为铰线法截面上的膜力和弯矩,θ
·

i 为铰线两侧刚性块的相对

转动角速度。塑性耗散函数D
·

i 依赖于边界支承条件和屈服准则的选取。如果选用最大正应力屈服准

则(M 、N 交互作用)及其正交流动法则,并且利用Euler-Bernoulli假设,就可以得到边界固支的板内

的塑性铰线[4]

D
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M0 1+3w

2
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è
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(6)

因而弯矩膜力联合作用的总塑性功耗散率Jmn=∑
i∫li

D
·

idl,其中li表示第i条塑性铰线的长度,∑
i

表

示对所有铰线求和。可见,Jmn 与沿塑性铰线的挠度大小有关。

  另一方面,当只考虑弯矩作用时,|Mnn|=M0 ,总的塑性功耗散率Jm=M0∑
i
θ
·

ili。从能量耗散的

观点,表征大挠度膜力效应的修正因子fn 可以定义为[7]

fn≡Jmn

Jm
(7)

  对于本文中考虑的矩形板及其变形模式,在计算fn 时取位移场的一阶分块线性近似,计算得到在
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边界固支(α=2)的情形
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对于简支(α=1)矩形板,有类似的表达式。上式表明,fn 是ξ、δ和η 的函数,也与参数γ有关。其中η
是板中央塑性区挠度w 0与板厚 H 之比,即

η=w0

H =1H∫
t

0
bξ
dϕ

-

1

dtdt=∫
τ

0
ξϕ
·

1dτ

4 矩形脉冲载荷作用的响应历程

  当载荷为矩形脉冲,即p(τ)=
p* 0≤τ≤τT
0  τ>τ{

T

(τT为对应的脉冲载荷作用结束的无量纲时间)的

情形,根据前面的分析可知:(1)若p* <p0 ,板不变形;(2)若p0≤p* ≤ζcrp0 ,板变形模式为A型;
(3)若p* >ζcrp0 ,板变形模式先为B型,在一定阶段后退化为A型。

对第(3)种高载情形,矩形板的响应过程可以分为四相,详见表1。第Ⅰ相,载荷作用相,变形模式

表1 矩形板受矩形脉冲(高载)作用的塑性动力响应

Table1Responseofarigid-plasticrectangularplatetoarectangularimpulse(highloading)

相 变形模式 控制方程 ξ δ η

τ=0 B
p*(1-δ0)ξ20=6α

p*(1-ξ0)δ20=6γ2α
ξ0 δ0 0

Ⅰ

0<τ≤τT
B

ξ
·
=6αfn-

(1-δ)ξ2p*

ξp*τ(2-3δ)

δ
·
=6γ

2αfn-(1-ξ)δ2p*

δp*τ(2-3ξ)

췍

ξ=ξ0
(小挠度理论)

췍

δ=δ0
(小挠度理论)

췍

η= 1
2p

*τ2

(匀加速)

II

τT ≤τ≤τ2
B

ξ
·
= 6αfn

ξp*τT(2-3δ)

δ
·
= 6γ2αfn

δp*τT(2-3ξ)

췍 췍

췍

η=p*τT τ- 12τ( )T
(匀速)

III

τ2≤τ≤τ3
A

ϕ
··

1ξ3= -12αfn

ϕ
··

2(2-3ξ)= -48γ2αfn

2ϕ
·

1ξ=ϕ
·

2

췍 δ= 1
2 η=η2+∫

τ

τ2
ϕ
·

1ξdτ

IV

τ3≤τ<τf
A

dϕ
·

1

dτ = -12αfn
ξ33

ϕ
·

2=2ξϕ
·

1

ξ=ξ3=const δ= 1
2 η=η3+∫

τ

τ3
ϕ
·

1ξ3dτ

τ=τf A — ξf=ξ3 δf= 1
2 ηf
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为B型,中央塑性平台区作匀加速运动;第Ⅱ相,变形模式仍为B型,中央塑性平台区作匀速运动;第Ⅲ
相,变形模式退化为A型,但塑性铰线继续移行;第Ⅳ相,变形模式为A型,所有塑性铰线驻定。分析发

现动态响应最终阶段的变形模式可以不等于静的极限变形机构,在图1(a)的屋顶型模式中,动态响应

最终阶段变形模式的中心棱线要比静态情形为短。
对第(2)种中载情形,变形模式始终为A型,响应过程只有三相。

5 冲击载荷情形的计算结果和讨论

  冲击载荷可看作矩形脉冲载荷保持冲量为常数,脉宽➝0的高载极限情形。由于τT=0,上节讨论

中的第一相退化不出现,响应历程只有三相。假设矩形板在冲击载荷作用下在t=0时刻获得均布速

度v0 ,引入无量纲参量λ=μv2
0b2/(M0H),τ′=v0t/H(τ′为另一无量纲时间)。根据表1第3列可以得

到每一相无量纲形式的控制方程,然后用Runge-Kutta法积分得到整个响应历程,包括响应时间τ′f 和

最终挠度ηf=wf/H ,它们依赖于几何参数γ、边界支承条件α和量纲-冲击强度λ。在小挠度假定下

(即fn≡1),有τ′f∝λ,ηf∝λ;考虑大挠度效应后,这种线性关系不再成立。

图2 参数ξ、δ响应历程曲线

Fig.2Evolutionofparametersξ,δ

  图2是计算给出的ξ、δ的响应历程曲线,从图

中可以清楚地看出响应的三相和变形模式的演变过

程。第Ⅰ、第Ⅱ相是移行塑性铰阶段,比第Ⅲ相的模

态响应阶段的时间长得多,在整个响应过程中占主

要部分。这说明,在通常的冲击载荷情形下,移行塑

性铰相很重要,理论分析中只有计入了移行塑性铰

效应才能对响应结果给出可靠的预报。

  图3表示边长比γ(γ=b/a)对矩形板最终挠度

的影响。对于给定的冲击参数λ,γ越小(越接近方

板),板的最终挠度越大。图4中比较不同边界支承

条件的影响。从图4中看到,λ越小,边界转动约束

对响应的影响越明显;而对于强冲击(较大的λ值),
边界是简支或固支即是否有弯矩约束对变形的影响

很小,这说明此时弯曲内力作用在减小,膜内力作用

却在增大。

图3 固支矩形板最终挠度与冲击强度的关系

Fig.3Finaldeflectionvs.impulsiveintensityfor
fully-clampedrectangularplates

图4 不同边界支承条件对最终挠度的影响

Fig.4Influenceofedgesupportingconditions
onfinaldeflection
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图5 固支矩形板最终挠度的理论值与实验结果 [10]比较

Fig.5Comparisonoftheoreticalandexperimental[10]

finaldeflectionforfullyclampedplates

  图5给出固支矩形板最终挠度的理论分

析结果与 N.Jones等[10]对低碳钢和6061-
T6铝固支矩形板的实验结果的比较。a,b,

c,c′分别是N.Jones[10]和K.L.Komarov
等[3]小挠度假设下给出的上、下界估计,d是

本文中只考虑弯矩作用(fn ≡1)的小挠度

完全分析解。可以看到,d比他们的上、下界

估计结果要好,但所有这些小挠度解在板的

最大挠度达到2倍板厚时就开始与实验结果

出现明显偏离。e是N.Jones[4]基于模态变

形位移剖面的大挠度近似结果,f 是T.X.
Yu等[6]在角动量守恒方程中考虑弯矩、膜力

合力矩Lmn作用的分析结果,f比模态近似e
有明显改进,而本文中给出的同时考虑移行

塑性铰相和膜力塑性耗散效应的大挠度完全

分析理论结果(g)与实验结果符合最好。

6 结 论

  在板的塑性动力响应过程中,当挠度达

到和超过其厚度量级时,仅考虑弯矩作用的

小挠度理论不再适用,必须计入大挠度诱导

的膜力效应。大挠度诱导的膜力耗散能量、
强化结构刚性从而显著减小板的挠度。从弯矩膜力联合作用的塑性功耗散函数出发定义一膜力因子来

对小挠度运动方程进行修正,成功地给出了二维矩形板复杂的大挠度塑性动力响应的完全理论分析,给
出的冲击响应挠度理论预报直到10倍板厚的量级与实验结果符合良好。

  理论分析的特点在于:

  (1)考虑准确的弯矩、膜力联合作用屈服条件;

  (2)计入了响应的移行塑性铰相,从而给出是完全分析而不是模态近似;

  (3)基于能量耗散的观点引入膜力修正因子,避开了求解同时包含 M、N 的复杂大挠度运动方程

组,概念清晰,方法简明。
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Dynamicplasticresponseofrectangularplates
withplasticenergydissipationbymembraneforce

CHENFa-liang1*,YUTong-xi2
(1.InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100088,China;

2.DepartmentofMechanicalEngineering,HongKongUniversityofScienceandTechnology,

HongKong)

Abstract:Byreckoningtheplasticdissipationbymembraneforceinducedbyfinitedeflection,amodif-
yingfactorisintroducedintothebending-onlytheorytoformulatethegoverningequationsofdynamic
plasticresponseofrectangularplateswithdeflectionswherebendingmomentandmembraneforceare
bothimportant.Basedonakinematicallyadmissible,time-dependentvelocityfield,acompletetheo-
reticalinvestigationisundertakentotracethefinitedeflectionresponseofsimply-supportedorfully-
clampedrigid-plasticrectangularplatestoarectangularpulseorimpulsiveloading.Thepresentpre-
dictiononthefinalplatedeflectionagreeswellwiththecorrespondingexperimentalresultsfordeflec-
tionsuptoabout10timesoftheplatethickness.Thistheoreticaltreatmentimprovestheestimates
fromthebending-onlytheorygreatlyandprovidesacompleteresponse(includingthetransientphase)

analysisoftherectangularplates,thepredictionsaremuchmorereliablethanthepreviousmodeap-
proximation.
Keywords:solidmechanics;rigid-plasticresponse;effectofmembraneforce;rectangularplate;finite
deflection
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