
 第26卷 第1期 爆 炸 与 冲 击 Vol.26,No.1 
 2006年1月 EXPLOSIONANDSHOCKWAVES Jan.,2006 

文章编号:1001-1455(2006)01-0065-06
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  摘要:对多流体界面问题守恒和非守恒格式(M)WENO重构方法进行探讨,采用虚拟流动方法并用

Level-Set函数捕捉界面的运动变化。数值模拟结果表明本文的数值方法具有较高的分辨率,并能有效地抑

制界面附近的非物理振荡。
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1 引 言

  多介质流体界面问题的数值模拟涉及到很多重要的工程技术领域和学科。它在流体力学、材料科

学、核科学、天体力学和核物理等研究领域有重要的作用,如气泡的变形与塌陷、超高速发射、水下爆炸、

R-M不稳定性、晶体的形成与发展、火焰的闪烁和金属的浇铸等问题。

  目前有许多重要的运动界面追踪技术,如VOF方法、Front-Tracking方法、Level-Set方法。其中

Level-Set方法用LS函数捕捉界面,简捷且易于处理界面拓扑结构的变化。一般情况下界面沿着法向

速度是变化的,经过有限的时间步后,Level-Set等值线的梯度可能变得剧烈或者很平缓,在计算过程中

保持LS函数为距离函数是必要的,S.Chen等[1]和D.Adalsteinsson等[2]对Level-set及重新初始化方

法进行了研究。由于数值耗散常常会使初始时极薄的扰动界面在推进几个时间步后就跨越几个网格,
传统的激波捕捉方法必然引进界面两侧的物理量,会在界面附近引起伪振荡。R.Fedkiw等[3~4]提出的

GhostFluidMethod解决了一类界面为弱间断的多介质界面问题,并把该方法推广用于强间断问题的

数值模拟。C.W.Shu[5]、G.S.Jiang等[6]和D.Balsara等[7]对高分辨率 WENO激波捕捉格式进行了研

究,宗文刚等[8]提出一种双重加权基本无振荡(DWENO)格式,引进高于k阶网格模板上插值多项式的

信息,理论上应该比 WENO格式有更强捕捉激波的能力。

  本文中主要探讨双曲守恒律方程组守恒和非守恒格式(M)WENO重构技术并将其应用于多介质

流体界面的数值模拟。传统的数值格式在整个流场几乎采用相同的计算格式,必然引进界面两侧的状

态量,会引起界面附近的非物理振荡,本文中采用虚拟流动方法[3~4]减小伪振荡并用Level-Set函数捕

捉界面的位置,最后对多流体界面问题进行数值模拟。

2 控制方程

  以一维问题为例进行说明,多维问题采用维数分裂(dimensionbydimension)的思想,在每个坐标

方向上类似一维的情况进行处理。双曲守恒律方程组可以写成

Ut+Fx(U)=0 (1)
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式中:U 和F(U)是由m 个分量组成的向量

U=(u1,u2,…,um)T,   F(U)=(f1(U),f2(U),…,fm(U))T

  为了捕捉界面的运动变化过程,引入了一个Level-Set函数Φ,写成如下的形式

Φt+W·∇Φ=0 (2)
式中:W 表示界面的运动速度,选择距离函数作为Level-Set函数的初始值。要使Level-Set函数保持

距离函数的性质,即满足|∇Φ|=1,需要在每个时间推进步对Level-Set函数进行重新初始化。在计算

过程中,方程组(1)和LS方程(2)分别单独求解。对方程(2)进行如下离散

dΦi

dt =- 1
Δxi
[u+(Φn,-

i+1/2-Φn,-
i-1/2)+u-(Φn,+

i+1/2-Φn,+
i-1/2)] (3)

式中:u+=max(u,0),u-=min(u,0),第n时间层网格单元边界值Φn,±
i+1/2、Φn,±

i-1/2由 WENO5插值得到。

3 几种重构方法

3.1 守恒格式的(M)WENO重构

  守恒形式半离散格式为

dUi(t)
dt =-1Δx

췍Fi+1/2-췍Fi-1/( )2 (4)

对数值通量췍Fi+1/2进行如下分解

췍Fi+1/2=∑
m

s=1

(췍Fs,+
i+1/2+췍Fs,-

i+1/2)췍Rs
i+1/2 (5)

式中:췍Fi+1/2、췍Rs
i+1/2为列向量,췍Ls

i+1/2为行向量,췍Fs,+
i+1/2为第s个分量。对于一阶迎风格式

췍Fs,+
i+1/2=췍Ls

i+1/2·12
췍λs

i+1/2+|췍λs
i+1/2( )|Ui,   췍Fs,-

i+1/2=췍Ls
i+1/2·12

췍λs
i+1/2-|췍λs

i+1/2( )|Ui+1 (6)

  WENO插值构造是利用模板上所有网格点的信息,对包含网格点i的每个子网格模板上构造的插

值多项式进行一次凸组合。第l个子网格模板记为

Si,l(i)= Ii+l-k+1,Ii+l-k+2,…,Ii+{ }l    l=0,1,…,k-1
共有k个子网格模板,在每个子网格模板上构造相应的k阶插值多项式为p(l)

i (x),这样在整体网格模

板上的插值多项式Q(x)=∑
k-1

l=0
ωlp(l)

i (x)可以达到(2k-1)阶精度,ωl为第l个插值多项式p(l)
i (x)对应的

权系数。文献[5]给出了k=1~7时网格模板上构造插值多项式的系数。(6)式中的第s个分量由k 个

子网格模板上插值多项式加权构造。在第l个子网格模板上,对数值通量分量在网格点上的值进行

WENO插值重构,有
췍Fs,+

i+l-k+1,i+1/2,췍Fs,+
i+l-k+2,i+1/2,…,췍Fs,+

i+l,i+1/{ }2    l=0,1,…,k-1
其中

췍Fs,+
i+l,i+1/2=췍Ls

i+1/2·12
췍λs

i+1/2+|췍λs
i+1/2( )|Ui+l (7)

类似地,可以得到췍Fs,-
i+l,i+1/2。这样把这k个插值多项式按照相应的权系数进行加权组合得

췍Fs,+
i+1/2=∑

k-1

l=0
ωlps,+

i,l(췍Fs,+
i+l-k+1,i+1/2,췍Fs,+

i+l-k+2,i+1/2,…,췍Fs,+
i+l,i+1/2) (8)

类似地,可以得到췍Fs,-
i+1/2。这样重构得到(5)式中的网格单元边界xi+1/2上数值通量值췍Fs

i+1/2,从而形成

格式(4)。权系数ωl 的计算为ωl=
αl

∑
k-1

l=0
αl

,αl=
cl

(ε+ISl)2
,l=0,1,…,k-1。ISl 为插值多项式的光滑因

子,ε一般取为10-5~10-7。光滑因子是表示插值多项式光滑程度的度量,即表明插值多项式函数振荡

程度如何。光滑因子的计算方法参见文献[6],k=4~7时的光滑因子的数值见文献[7]。

  下面给出另一种相似的 WENO重构方法,对于一阶迎风重构,在(5)式中
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췍Fs,+
i+1/2=췍Ls

i+1/2·12 Fi+췍λs
i+1/2U( )i (9)

췍Fs,-
i+1/2=췍Ls

i+1/2·12 Fi+1-췍λs
i+1/2Ui+( )1 (10)

式中:췍λs
i+1/2=ξmax|λs

i+1/2|,|λs
i|,|λs

i+1( )| ,ξ是可以调节的常数,可取ξ=1.1~1.5。Fi、Fi+1、Ui、Ui+1

都为列向量。在一阶迎风重构的基础上进行 WENO重构

췍Fs,+
i+l,i+1/2=췍Ls

i+1/2·12 Fi+l+췍λs
i+1/2Ui+( )l (11)

式中:췍λs
i+1/2=ξmax|췍λs

i+1/2|,|λs
i+l-k+1|,…,|λs

i+l( )| ,l=0,1,…,k-1,ξ的取法同上。按照上面的插值

方法在网格模板Si,l(i)(l=0,1,…,k-1)上进行 WENO插值并进行加权组合求得췍Fi+1/2形成格式

(4)。

  多重加权基本无振荡(MWENO)格式的构造通过引进各个k阶网格模板和高于k 阶的网格模板,
并在相应的网格模板上构造高阶插值多项式,按照适当的权系数对插值多项式进行一次凸组合,从而得

到网格单元边界上的插值多项式。由于 MWENO格式利用了更高阶网格模板上插值多项式的信息,
理论上应该比 WENO格式有更强的捕捉间断的能力。MWENO重构方法与文献[8]中双重加权基本

无振荡(DWENO)重构思想类似。

3.2 迎风型 WENO重构

  把方程组(1)改写成拟线性的形式

Ut+췍A(췍U)췍Ux =0 (12)

  K.M.Shyue[9]将波传算法[10]用来模拟多介质流体界面问题,这种方法是在一阶迎风格式的基础上

加上流量校正项,使格式达到二阶精度。同样基于一阶迎风格式,本文中不是增加流量校正项,而是对

守恒变量在网格单元边界上进行多重加权基本无振荡(MWENO)重构,从而获得高阶数值计算格式。
对拟线性方程组进行迎风型离散

d췍Ui

dt =- 1
Δxi

췍A+ Un,-
i+1/2-Un,-

i-1/( )2 - 1
Δxi

췍A- Un,+
i+1/2-Un,+

i-1/( )2 (13)

式中:췍A±=∂F∂U=
췍Rdiag췍λ1,±i+1/2,췍λ2,±i+1/2,…,췍λs,±

i+1/( )2 췍L,췍Ls(s=1,2,…,m)为左特征行向量,췍Rs(s=1,2,…,m)

为右特征列向量。췍A+、췍A-分别用网格单元i边界点i+1/2和i-1/2的右状态和左状态进行Roe平均。
注意到在相同位置xi+1/2而上标±不同的边界点的值的区别在于:Un,-

i+1/2是关于网格单元Ii 构造的(M)

WENO插值多项式在右边界点的值,Un,+
i+1/2是关于网格单元Ii+1构造的(M)WENO插值多项式在左边

界点的值,其中U 为需要被重构的变量。

4 GFM 方法[3~4]

  在多介质流的数值模拟中,传统的激波捕捉方法在整个流场几乎采用一致的数值格式,对于跨界面

的网格点,必然会引进界面两侧的状态量,因而会引起非物理振荡,给数值模拟带来较大的误差。GFM
方法引进了虚拟流体的概念。对于界面为弱间断的情况,界面处的法向速度vn 和压强p 应满足条件:
[vn]=0,p=0。这说明在界面附近的网格点上,虚拟流体的法向速度等于真实流体的法向速度,虚拟流

体的压强等于真实流体的压强,此时界面以当地真实流体的速度移动。用等压装配方法在法线方向上

求解定常外插的偏微分方程对熵进行外推,求解的外插方程为

Iτ±n·∇I=0 (14)
式中:I为需要外推的变量,n为界面的法方向。在方程(13)中取“+”时,用Φ<-ε区域内I 值组装Φ
>-ε区域内I的虚拟值,保持Φ<-ε区域内的流体真实值不变。取“-”时,用Φ>ε区域内I 值组装

Φ<ε区域内I的虚拟值,而保持Φ>ε区域内的流体真实值不变。一般地,取ε=1.5max(Δx,Δy)。对

方程(14)求解几个简单的时间步就可以在界面附近的带状区域内获得所需要的物理量值。
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5 数值算例

  下面进行数值模拟以验证数值方法的有效性。例1~2中,ρ、u、p 的单位分别为kg/m3、m/s、

MPa。例3~5中,各量已作无量纲处理。

  例1 一维界面不稳定性问题。初始界面位于x=0.5m处,在x=0.0625m的波后和波前状态

分别为:当x<0.0625m时,(ρ,u,p,γ)=(4.3333,3.2817 105,1.5,1.4),当0.0625m≤x<0.5m
时,(ρ,u,p,γ)=(1.0,0,0.1,1.4),当x≥0.5m时,静止的气体状态为(ρ,u,p,γ)=(3.1538,0,0.1,

1.249),计算网格数为400,密度和Level-Set函数分布如图1。

  例2 一维激波管问题。当x<0.5m时,(ρ,u,p,γ)=(3.0,0,0.2,1.4),当x≥0.5m时,(ρ,u,

p,γ)=(1.58317,0,0.980665,1.4),计算网格数为400,密度分布如图2。

  例3 Lax问题。初始状态为:当x<0.5时,(ρ,u,p,γ)=(0.445,0.698,3.528,1.4),当x≥0.5
时,(ρ,u,p,γ)=(0.5,0,0.571,1.4),计算网格数为400,用不同方法计算的密度和LS分布如图3。

图1 一维界面不稳定性问题

Fig.1Interfaceinstabilityprobleminonedimension

图2 一维激波管问题

Fig.2Shocktubeprobleminonedimension

图3Lax问题

Fig.3Laxproblem

  以下两个算例用方程(4)和 MWENO5数值格式进行计算。

  例4 旋转流场(Zalesak问题)。计算区域为[0,100]×[0,100],Zalesak圆盘的半径为15,中心为

(50,75),宽度为5,长度为25,凹槽开口向下,旋转速度场为u=(π/314)(50-y),v=(π/314)(x-50)。
  这个例子在凹陷的顶端保持高分辨率是很困难的,这是验证本文数值方法很有效的数值算例。网

格数100×100,用带重新初始化计算的在不同时刻Level-Set等值线和界面的位置分别如图4。

  例5 马赫数为1.22的激波与Helium气泡相遇,波前和波后以及氦气泡内的初始状态值分布分

别为:(ρ,u,v,p,γ)=(1,0,0,1,1.4)、(ρ,u,v,p,γ)=(1.3764,-0.394,0,1.5698,1.4)、(ρ,u,v,p,γ)
=(0.138,0,0,1,1.67)。模拟结果见图5。

  由上述的模拟结果发现:图1~3在界面处基本上没有振荡产生,Level-Set函数零值与界面位置相
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对应。图4中Zalesak圆盘在旋转的过程中,凹陷部分保持得比较精确和锐利,几乎没有抹平现象出

现。图5模拟的是静止的圆形氦气泡在激波的作用下失稳,气泡开始凹陷并向左运动的过程。在运动

变形过程中界面比较平滑,无数值振荡出现,并且LS等值线变化均匀,保持了距离函数的性质。

(a)带重新初始化的Level-Set等值线

(a)DistributionofLevel-Setcontourswithreinitialization

(b)界面位置

(b)Interfaceposition

图4Zalesak问题

Fig.4Zalesakproblem

图5 激波与气泡相互作用

Fig.5Collapseofaheliumbubblewithairshock

6 小 结

  本文的数值方法对激波和接触间断具有很高的分辨率,主要工作在于:第一,探讨了双曲守恒律方

程组守恒格式的守恒型数值通量(M)WENO重构方法。第二,与波传算法[9]在一阶迎风格式的基础上

增加流量校正项达到二阶精度不同,通过在网格单元边界上进行多重加权基本无振荡(MWENO)重构

求解拟线性方程组。最后,把这两种算法应用于多介质流体界面的计算,采用虚拟流动方法[3~4]并用

Level-Set函数捕捉界面的运动变化,数值模拟结果表明本文的数值方法具有较高的分辨率,并能有效

地抑制界面附近的伪振荡。
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Theconservativeandnon-conservativealgorithmsappliedto
numericalstudiesoftheinterfaceinstabilityinmulti-componentfluids

ZHANGXue-ying1*,ZHAONing1,ZHUJun2
(1.SchoolofAerospaceEngineering,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,

Nanjing210016Jiangsu,China;

2.SchoolofScience,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,

Nanjing210016Jiangsu,China)

Abstract:Undertheconservativescheme,fluxcomponentsarereconstructedwiththecomponentby
componentversions.Thenthequasi-linearsystemsaresolvedbythemultipleWENOreconstruction
basedonthe1storderupwindscheme.Thelevelsetequationisusedtocapturetheinterfacemove-
ment.Finallythetwoalgorithmsareappliedtosimulatethemuti-componentfluidflow.Satisfiednu-
mericalresultshavebeenobtained.
Keywords:fluidmechanics;conservativeandnon-conservative(M)WENOscheme;Level-Setmeth-
od;multi-componentfluidinterface;GFM
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