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SHPB试验中粘弹性材料的应力均匀性分析
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  摘要:采用特征线解法,对满足ZWT方程的粘弹性材料在高应变率SHPB试验中的应力均匀性进行了

数值研究。着重分析了不同的材料本构粘性(松弛时间)、瞬态波阻抗比和入射波升时对于试样中应力均匀

性、应变均匀性和平均应变率等的影响。为今后动态试验的试样设计提供了一定的理论依据。
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1 引 言

  自Kolsky于1949年建立分离式 Hopkinson压杆(SHPB)以来,这项基于一维波理论和应力均匀

性假定的技术正在越来越广泛地运用到材料高应变率 (102~104s-1)试验中[1]。
根据一维应力假定,可以通过直接测量弹性输入杆上的入射应变波εi、反射应变波εr和弹性输出杆

上的透射应变波εt,再利用一维应力波理论[2]确定试件材料的应变率ε̇(t)、应变ε(t)和应力σ(t)。如果

再根据应变或应力沿试件长度均匀分布假定εi+εr=εt,可得

ε̇=-2c0L0
εr=2c0L0

(εi-εt)

ε(t)=-2c0L0∫
t

0
εrdt=2c0L0∫

t

0
(εi-εt)dt

σ(t)=A
A0

Eεt=A
A0

E(εi+εr)

(1)

式中:应力、应变均以压为正,E、c0 和A 分别为压杆的弹性模量、弹性波速和横截面积,A0、L0 分别为试

件的初始横截面积和初始长度。可见由εi、εr和εt实测波形中的任两个即可确定试样的应变率ε̇(t)、应
变ε(t)和应力σ(t)。通常测εi和εt。

随着SHPB越来越多地用于低波阻抗材料,如橡胶、高聚物及混凝土等的动态性能的研究,一方面

需解决透射波信号太弱而难以准确测量的问题,另一方面因这类试样中的波速较低,会影响试样中应力

均匀化的过程。杨黎明等[3]指出,除压杆与试样的波阻抗比外,不同入射波形(矩形、梯形及坡形)对应

力均匀性也有显著影响,但尚限于弹性试样的分析。本文中拟针对粘弹性试样,应用特征线数值解法进

一步研究试样的粘性系数、瞬态波阻抗比和不同加载升时对应力均匀性的影响。

2 特征线数值模拟的建模

  试样在高应变率下的粘弹性本构行为以行之有效的朱-王-唐(ZWT)非线性粘弹性本构方程来描

述[4~7]

σ=E0ε+aε2+bε3+E1∫
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式中:前三项描述材料的非线性弹性响应,E0、a、b是相应的弹性常数;两个积分项分别描述低应变率和

高应变率下的粘弹性响应,E1、E2是弹性常数,θ1、θ2是松弛时间。通常情况下θ1比θ2大5~7个量级,所
以在高应变率下低频项就简化为单一的弹性项(E1);又因在SHPB试验中通常要求试样在小应变下实

现应力均匀化,因而非线性弹性部分也可简化为单一的线性项(E0),于是式(2)可简化。再联立动量方

程式与连续性方程式,得如下控制方程组[8]

∂σ
∂t+σ

θ2 =(Ea+E2)∂ε∂t+Ea

θ2
ε,   Ea=E0+E1 (3a)

ρv
∂v
∂t=∂σ∂x

,   ∂v∂x=∂ε∂t
(3b)

  对于弹性输入杆和输出杆,只需令θ2=∞,Ea+E2=E(压杆弹性模量)即可。方程组(3)等价于三

族常微分特征线方程和特征线相容关系

dx
dt=± Ea+E2

ρv
=±cv,   dv=± 1

ρvcv
dσ±σ-Eaε

ρvcvθ2
dt=± 1

ρvcv
dσ± σ-Eaε

(Ea+E2)θ2
dt (4)

dx=0,   dε- dσ
Ea+E2

- σ-Eaε
(Ea+E2)θ2

dt=0 (5)

式中:正负号分别代表右行波和左行波。这样,用特征线法解题时,经x-t平面上任一点有三条特征线

(如图1(a)所示)。

  数值模拟中重点考察试样中应力均匀化的过程,因而忽略输入杆和输出杆另一端边界条件的影响。
入射加载波设为SHPB试验中常见的梯形波,且暂不考虑卸载部分,如图1(b)所示。其中升时τs取为

tL(=L0/cv)的整数倍,即τs=ntL(以下计算中取n=1,2,4,10)。并统一取试样长L0=10mm。

图1(a)粘弹性试样中波传播的特征线

Fig.1(a)Thecharacteristicsforwavepropagation
invisco-elasticspecimens

图1(b)入射加载波形

Fig.1(b)Theprofileofincidentwaveininputbar

整个数值计算可归结为两类,即计算试样“边界点”和“内点”上的各力学量。对于前者,总有杆中的

一条特征线和试样中的两条特征线通过该点,利用沿这些特征线的三个相容方程,再计及边界两侧的应

力和质点速度相等,足以求解;对于后者,总有试样中的三条特征线通过该点,利用沿这些特征线的三个

相容方程,也可以求解。其细节可参看文献[8],此处不再复述。
本文中将着重考察试样的高频松弛时间θ2,加载波量纲一的升时τs/tL和波阻抗比Ri等对应力均匀

化的影响。Ri定义为杆与试样瞬态广义波阻抗比(Ri=
Aρ0c0
A0ρvcv

),为文献[3]中波阻抗比β的倒数。

计算中钢杆的材料参数取为:ρ0=7.8g/cm3,E=210GPa。代表性粘弹性材料共取三种(见表1):
其一是参照普通有机玻璃PMMA的ZWT参数[9],调整面积之比A/A0使得Ri恰为一整数,即Ri=15
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(简称为材料VE1);注意当VE1的其他参

数不变而θ2取为∞时,粘弹性试样就蜕化

为弹性试样(简称为 EL)。其二是改变

VE1的材料参数θ2为9.54μs,以便考察

高频松弛时间θ2对应力均匀性的影响(简
称为VE2)。其三是将 VE1的材料参数

E0、E1和E2扩大10倍,从而有Ri=5,以
便考察波阻抗比Ri对粘弹性试样应力均

表1 代表性粘弹性材料的ZWT参数

Table1TheZWTparametersofrepresentativematerials

试样 ρv/(g/cm3)E0/GPa E1/GPa E2/GPa θ2/μs Ri

VE1 1.19 2.04 0.897 3.07 95.4 15
VE2 1.19 2.04 0.897 3.07 9.54 15
VE3 1.19 20.4 8.97 30.7 95.4 5
EL 1.19 2.04 0.897 3.07 ∞ 15

匀性的影响(简称为VE3)。

图2 不同粘弹性材料的应力-时间曲线

Fig.2Dimensionlessstress-timecurves
fordiffierentmaterials

3 粘弹性材料的应力均匀性分析

  当升时τs/tL=1时,VE1、VE2和EL试样左、
右边界上量纲一的应力σ/σ0随量纲一的时间t/tL的

变化曲线如图2所示。松弛时间θ2越小,应力随时

间的衰减(包括每一台阶处的应力衰减)越大,说明

弹性试样的应力均匀性分析并不能完全说明粘弹性

试样的情况。粘弹性试样中的应力波虽然有明显衰

减,但早期的应力不均匀性仍然存在。随着波在试

样中的来回传播,左、右边界的应力差值才逐渐减

小,逐步趋于均匀化。
取加载升时τs/tL=1,2,10时,VE1、VE2和

EL试样左、右边界上应力-时间曲线汇总对比如图

3所示。可见随τs/tL的增大,边界处加载初期的应

图3 不同加载升时的应力-时间曲线

Fig.3Stress-timecurvesofspecimensatdifferentrisetimes
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力由阶梯状上升逐渐趋于连续化上升;且应力-时间曲线也从凸型转为凹型,即应力率随着τs/tL的增大

而逐渐降低;这意味着通过“波形整形器”延长升时τs,将不可避免地以降低应力/应变率为代价。
还值得注意的是,在相同的入射波下,粘弹性试样所达到的量纲一的应力σ/σ0随松弛时间θ2的减小

而降低。即使在τs/tL=1的情况下,应力波在 VE1试样中传播20次以后,试样中的应力也只达到

0.83σ0。而随升时τs/tL的增大则降低得更多,这正是试样的粘弹性所决定的。
为了进一步对粘弹性试样中的应力均匀化过程作定量的分析,定义在t时刻,左、右边界上的应力

之差σL-σR与它们的平均值之比αk为应力均匀程度的度量值

αk= σL(t)-σR(t)
(σL(t)+σR(t))/2

(6)

设t≥tu时αk≤5%,认为试样应力是均匀的[10],则tu为应力均匀化的时间,或可定义量纲一的应力均匀

化时间췍tu=nu=tu/tL,nu 也就是应力均匀前应力波在试样中的传播次数(非整数)。关于弹性试样当升

时为τs=2tL时的应力均匀性,文献[3]已得出准确的数值计算公式(式中k是应力波沿着试样长度来回

传播的次数,为整数)

αk= 2β2(1-β)k-2
(1+β)k+(1-β)k-2

= 2(1/Ri)2(1-1/Ri)k-2
(1+1/Ri)k+(1-1/Ri)k-2

   k>2 (7)

  对于试样VE1和VE2,不同升时下应力均匀性随t/tL的关系如图4所示(图中应变率算法见第5
节)。可见τs=tL时应力均匀性最差,特别在波刚开始传播的阶段。而τs=2tL时的应力均匀性最好。
随着升时增加,应力均匀性反而更差。作为比较,图中给出了弹性试样EL在τs=2tL时的计算结果。

图4 不同加载升时的应力均匀性

Fig.4Stressuniformitycurvesatdifferentrisetimes

不同情况下试样的量纲一的应力均匀化时间

nu如表2所示。除τs=tL 外,nu随θ2的减小而增

大,不利于应力均匀化。但在一定的θ2和Ri的组

合下,如VE1,则和EL的应力均匀性几乎完全相

同。因此有必要进一步考察Ri对粘弹性试样应力

均匀性的影响。

  取试样VE1和VE3,在不同升时τs/tL=1,2,

表2 量纲一的应力均匀化时间nu
Table2Thetimerequiredforstressuniformity

试样 τs/tL=1 τs/tL=2 τs/tL=4 τs/tL=10

EL 10.2 2.2 4.0 5.4
VE1 10.2 2.2 4.0 5.4
VE2 7.2 3.2 4.2 5.8
VE3 5.4 3.2 4.4 6.0

10时计算所得应力-时间曲线见图5。Ri=5的试样应力-时间曲线大大高于Ri=15的,意味着试样有

较高的应力/应变率,且能达到较高的应力(Ri=5的试样中应力最高可达到0.98σ0,而Ri=15的只达

到0.83σ0)。
试样VE1和VE3量纲一的应力均匀化时间nu的对比见表2。除了τs=tL的情况外,都是Ri大的

VE1试样的应力均匀性好于Ri小的VE3的应力均匀性,意味着波阻抗与弹性杆匹配的试样的均匀性

反而更差。但只要加载升时适当,在一定的θ2和Ri的组合下,试样可达到相对理想的应力均匀性。
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图5 不同加载升时的应力-时间曲线

Fig.5Stress-timecurvesofspecimenatdifferentrise-times

4 粘弹性材料的应变均匀性分析

  当压杆中的应力波以应变片测量时,“应力均匀性”假定实际上表现为“应变均匀性”假定(见式

(1))。不同于弹性试样中应变与应力之间呈正比关系,粘弹性试样在恒速边界条件下的应力波剖面呈

松弛减小特性而应变波剖面却呈蠕变增加特性[2]。所以粘弹性试样左、右两端状态的均匀性问题不应

只限于应力,还应考虑应变均匀性,以此来指导实际的试验。
在不同的升时τs/tL=1,10下,VE1、VE2和EL试样的应变随时间的关系如图6所示(取σ0=650

MPa)。发现由于粘性项的存在,VE1试样中的应变大于EL的应变,而VE2试样中的应变又大于VE1
的应变。

图6 不同加载升时的应变-时间曲线

Fig.6Strain-timecurvesofspecimensatdifferentrisetimes

  类似于式(6),由t时刻左、右边界上的应变差εL-εR 与其平均值之比γk 度量应变均匀程度,设当

γk≤5%时试样应变可看作是均匀的。而量纲一的应变均匀时间nu(非整数)可沿用第3节的定义

γk= εL(t)-εR(t)
(εL(t)+εR(t))/2

(8)
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  图7给出试样VE1和VE2的应变均匀性随

传播时间(或次数)t/tL的变化。作为比较,图中还

给出了弹性试样EL在τs=2tL时的计算结果。表

3则给出在不同入射波升时情况下试样达到应变

均匀的无量纲时间nu。对比表3和表2可见:对于

弹性试样EL,如预料,其应力均匀性和应变的均匀

性是一致的。但对于粘弹性试样则两者有所区别,

表3 量纲一的应变均匀化时间nu
Table3Thetimerequiredforstrainuniformity

试样 τs/tL=1 τs/tL=2 τs/tL=4 τs/tL=10

EL 10.2 2.2 4.0 5.4
VE1 9.2 2.2 4.0 5.6
VE2 5.4 2.8 4.4 7.2
VE3 5.4 3.2 4.4 6.4

不论是VE1试样还是VE2试样,在短升时情况下,应变较应力更易达到均匀;但随着升时增大,应变就

逐渐较应力更难达到均匀了,这体现了粘弹性的松弛特性。对表3和表2中的试样VE1和VE3分别

进行对比后则发现,波阻抗比Ri 对试样应力和应变均匀性的影响不大,只有在升时足够大(如τs=
10tL)时,随Ri 的减小,应变才比应力较难达到均匀。综上所述,对于粘弹性试样应注意应力与应变均

匀性的差别,并应同时满足两者的均匀性要求。

图7 不同加载升时的应变均匀性

Fig.7Strainuniformitycurvesatdifferentrisetimes

5 粘弹性试样的平均应变率分析

  SHPB试验最重要的基本要求之一是要保证实现高应变率。按传统的SHPB技术,试样的平均应

变率由左、右边界处的质点速度之差与试样长度的比值得到

ε̇av(t)=vR(t)-vL(t)
L0

(9)

数值计算中发现在达到应力均匀之前,质点速度-时间曲线(特别是中间点)有明显震荡;随升时增大,这
种震荡逐渐减小。值得注意的是,应力均匀以后,当升时较小时(如τs/tL=1,2,4),试样左、右两端的质

点速度之差随时间逐渐减小;而当升时较大时(如τs/tL=10),试样左、右两端的质点速度之差随时间逐

渐增大后逐渐减小。可见式(9)还不能满意地反映试样的真实应变率的变化。
实际上,在数值计算中,试样各点的应变率也可直接由应变ε(t)对时间求导得到

ε̇(t)=dε
(t)
dt

(10)

  仍以VE1为例,试样左、右边界及中间点的应变和质点速度按公式(10)和(9)计算得到的应变率-
时间曲线如图8所示。可见试样中各点的应变率随时间变化不同,按公式(9)和(10)算得的结果也不一

致。随着升时增大,这种差别逐渐缩小,但应变率本身也随之减小。不过,在应力达到均匀以后,按公式

(9)算得的平均应变率-时间曲线与由试样中间点按公式(10)算得的应变率-时间曲线逐渐重合。本文

中各图中标注的平均应变率均为由左、右边界点和中间点的应变按公式(10)计算得的应变率的平均值。
综观以上文中标注的平均应变率,不难发现,粘弹性试样的应变率实际上既依赖于材料的松弛时间θ2
和波阻抗Ri,也依赖于入射波的升时τs/tL。即:随θ2 的减小,应变率增高;随Ri的减小,应变率增高;
而随τs/tL的增加,则应变率降低。这是在设计和实施SHPB试验时应予以考虑的。
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图8 由应变和质点速度算得的不同加载升时的应变率-时间曲线

Fig.8Strainrate-timecurvescalculatedfromstrainandparticlevelocityatdifferentrisetimes

6 结 论

  (1)与弹性试样的应力均匀性分析不同,粘弹性试样的应力均匀性过程既依赖于入射波的升时

τs/tL,又依赖于材料的松弛时间θ2 和波阻抗比Ri。

  (2)就升时τs/tL的影响而言,并非升时越长,试样的应力均匀性就越好,并且随着升时增长还会降

低试样的应变率。实际上在τs/tL=2时,试样更容易实现应力均匀性。这一点是和弹性试样的应力均

匀性分析结论相一致的。

  (3)粘弹性试样的高频松弛时间θ2 越小,除了短升时(如τs/tL=1)的情况外,越难达到应力均匀

性,试件所达到的应力幅值也越低,但应变率却上升。

  (4)随着粘弹性试样的瞬态波阻抗Ri减小,除了短升时(如τs/tL=1)的情况外,应力均匀性变差,
但应变率提高。

  (5)与弹性试样不同,粘弹性试样的应变均匀性和应力均匀性有所区别。在短升时情况下,应变较

应力更易达到均匀;但随着升时增大,应变则逐渐较应力更难达到均匀。除升时足够大(如τs/tL=10)
时,波阻抗比Ri对试样应力和应变均匀性的影响不大。

  (6)粘弹性试样的应变率既依赖于材料的松弛时间θ2 和波阻抗Ri,也依赖于入射波的升时τs/tL,
表现为:随θ2 的减小,应变率增高;随Ri的减小,应变率增高;而随τs/tL的增加,则应变率降低。
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Analysisonstressuniformityofviscoelasticmaterials
insplitHopkinsonbartests
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Abstract:Byusingcharacteristicsmethodofwavepropagation,theSHPBtestsfortheso-calledZWT
viscoelasticmaterialsarenumericallystudiedtoexplorehowthebasicassumptionofuniformdistribu-
tionofstressalongthelengthofspecimencanbesatisfied.Itisfoundthatthematerialparameters
suchastherelaxationtimeθ2andthetransientwaveimpedanceratioRi,aswellastherisetimeofin-
cidentwaveallstronglyinfluencethestressuniformity,thestrainuniformityandtheaveragestrain
rateofthetestedspecimen.Resultsmayprovidetheoreticalbasesforthedesignofadynamictestfor
viscoelasticmaterial.
Keywords:solidmechanics;stressuniformity;characteristicsmethod;viscoelastic;highstrainrates;

SHPB
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