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  摘要:利用复变函数法、多极坐标及傅立叶级数展开技术求解了二维直角平面内固定圆形夹杂对稳态入

射反平面剪切(shearinghorizontal,SH)波的散射问题。首先构造出介质内不存在夹杂时的入射波场和反射

波场,然后建立介质内存在夹杂时由夹杂边界产生的能够自动满足直角边应力自由条件的散射波解,从而利

用叠加原理写出介质内的总波场。利用夹杂边界处位移条件和傅立叶级数展开方法列出求解散射波中未知

系数的无穷代数方程组,在满足计算精度的前提下通过有限项截断,得到相应有限代数方程组的解,最后通过

算例具体讨论了二维直角平面水平边界点的位移幅度比和相位随量纲一波数、入射波入射角及夹杂位置的

不同而变化的情况,结果表明了算法的有效实用性。
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1 引 言

  弹性波散射理论在地震工程、海洋工程、无损探伤等领域都有广泛的应用,为了满足理论和工程上

的需要,人们在这方面做了大量的研究,取得了许多有价值的成果[1-12]。研究方法主要有两种,一种是

解析法,另外一种是数值法。其中解析法对于理解物理现象、透视现象的本质有数值法不可比拟的优

点,但由于数学处理上的困难,解析法仍然有很大的局限性;而数值法在求解复杂边值问题方面不仅方

法统一,而且适用范围广,但是在高频数值求解方面却有一定的困难和局限。SH波散射作为弹性波散

射问题中比较简单的模型,尽管理论上已比较成熟,但仍然有许多边值问题待解或没有很好解决。从文

献来看人们在全空间或半空间问题上研究居多,而有关直角平面空间内含有固定圆形夹杂等异质体的

SH波散射问题研究却不多见,数值算例的情形更是少见。

  本文中将利用复变函数法、多极坐标移动技术和傅立叶级数展开方法针对直角平面区域内固定圆

形夹杂对稳态入射平面SH波散射问题进行研究。

2 计算模型及理论分析

  如图1所示,均质、各向同性的二维直角平面线弹性介质区域内一固定圆形夹杂在坐标系xOy内

的位置坐标为(-d,-h)。介质材料的剪切模量和体密度分别为μ、ρ。由于稳态入射平面SH波的作

用,介质内产生的位移W(x,y,t)垂直于xy平面,并且满足方程
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图1 直角平面内固定圆形夹杂对入射平面SH波的散射

Fig.1Thescatteringoffixedcircularinclusion
intheright-angledplanetotheincidentplaneSHwave

式中:vS= μ/ρ是介质中SH 波的传播速度。
而应力与位移的关系是

τxz =μ췍W/췍x, τyz =μ췍W/췍y (2)

引入复数变量z=x+iy,z
-=x-iy,在复数

平面上,运动方程(1)可写为
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  对于稳态SH 波问题,位移可假设为

W(z,z-,t)=Re[W(z,z
-)exp(-iωt)](4)

式中:W(z,z-)是z,z- 的复函数;ω是波函数的

圆频率,它与外部扰动频率是一样的。将式(4)
代入方程(3),有

췍2W
췍z췍z-

=ikæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

W (5)

式中:k=ω/vS是波数。
从图1容易看出,问题的边界条件为

ΓH: τ(t)yz =0,   ΓV: τ(t)xz =0,   ΓR: W (t)=0 (6)
式中:τ(t)yz,τ(t)xz是夹杂外介质中的总剪切应力;W(t)是夹杂外介质中的总位移。

公式(2)的相应复数形式为

τxz =μ(췍W/췍z+췍W/췍z-),   τyz =iμ(췍W/췍z-췍W/췍z-) (7)
求解方程(5),并让该解预先满足二维直角平面两条直角边应力自由条件,则由夹杂边界在直角平

面介质内产生的散射波(在坐标系x1O1y1 内)

W (s)(z1,z
-
1)=∑

∞

n= -∞
An∑

4

j=1
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式中

S(1)
n =H(1)

n (k|z1|)(z1/|z1|)n,   S(2)
n =H(1)

n (k|z2|)(z2/|z2|)-n,

S(3)
n =(-1)nH(1)

n (k|z3|)(z3/|z3|)-n,   S(4)
n =(-1)nH(1)

n (k|z4|)(z4/|z4|)n

z1=r1exp(iθ1),z2=z1-2hi,z3=z1-2d,z4=z3-2hi,(r1,θ1)是直角坐标系x1O1y1 内点的极坐标。
假设(稳态)入射平面SH 波在坐标系xOy内表示为

W (i)(r,θ)=W0exp{i[krcos(θ-α)-ωt]} (9)
式中:α是入射波的入射方向角,W0 是入射波的位移幅度比。

在介质内不存在夹杂的情况下,由于入射波 W(i)(r,θ)的作用,两条直角边界ΓH 和ΓV 将在介质内

产生如下形式的反射波(它们满足两直角边应力自由边界条件)

W (r)
1 (r,θ)=W0exp{i[krcos(θ+α)-ωt]} (10)

W (r)
2 (r,θ)=W0exp{i[-krcos(θ+α)-ωt]} (11)

W (r)
3 (r,θ)=W0exp{i[-krcos(α-θ)-ωt]} (12)

为了利用夹杂边界处应力与位移的连续条件,利用多极坐标变换,并在局部坐标系x1O1y1 内引入

复坐标z1=r1exp(iθ1),z
-
1=r1exp(-iθ1),则上述入射波和反射波的复数表达形式分别为

W (i)=W0exp{(ik/2)[z1e-iα+z-1eiα]}z0,i (13)

W (r)
1 =W0exp{(ik/2)[z1eiα+z-1e-iα]}z1,r (14)

W (r)
2 =W0exp{(-ik/2)[z1eiα+z-1e-iα]}z2,r (15)

W (r)
3 =W0exp{(-ik/2)[z1e-iα+z-1eiα]}z3,r (16)
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式中:

z0,i=exp{(-ik/2)[z0e-iα+z-0eiα]},   z1,r=exp{(-ik/2)[z0eiα+z-0e-iα]},

z2,r=exp{(ik/2)[z0eiα+z-0e-iα]},   z3,r=exp{(ik/2)[z0e-iα+z-0eiα]},   z0=d+ih
这样,在入射平面SH 波 W(i)的作用下,由于夹杂的散射和两直角边的反射,二维直角平面介质内

产生的总位移场可表为

W (t)=W (s)+W (i)+∑
3

k=1
W (r)

k (17)

由边界条件(6)中ΓR 边界上的位移边界条件可列出求解未知系数An(n=0,±1,±2,…)的方程组

∑
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式中:ζn=∑
4
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3
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-
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为了求解方程(18),应在方程两边同时乘以因子exp(-imθ1),并在区间[-π,π]内积分,得到

∑
∞

n= -∞
An∫

π

-π
ζne-imθ1dθ1=∫

π

-π
ηe-imθ1dθ1   m=0,±1,±2,… (19)

在满足计算精度的情况下,对方程组(19)通过有限项截断得到具有有限个未知数的方程组并求解,
即可得到未知系数An(n=0,±1,±2,…)。

对于直角平面区域内固定圆形夹杂对稳态入射的SH 波散射问题,可以讨论夹杂边界处的动应力

集中系数γrz以及直角平面区域边界处点的位移幅度比A=|W(t)/W0|和相位角度B等参数随着入射

波不同入射角度α、不同量纲一波数kR、固定夹杂的不同位置(d/R)的变化而变化的情况,其中γrz和B
可分别表示为

γrz =|τ(t)rz/τ0|r=R,   B=arctan[ImW (t)/ReW (t)] (20)
式中:τ0=μkW0 是入射波产生的剪切应力幅度;量纲一波数kR定义为kR=ωR/vS,即由波数k和夹杂

半径R的乘积来定义。W(t)由(17)式计算,而τ(t)rz 可由公式τ(t)rz =μ(췍W
(t)/췍z+췍W(t)/췍z-),将(17)式代

入其中得到。作为算例,本文中只计算和讨论直角平面区域内含有浅埋固定圆形夹杂时夹杂正上方水

平边界上x1/R∈[-3,3]范围内的点的A=|W(t)/W0|和B的变化情况,其他参数变化情况可类似讨

论。其中z1=x1+ih,这里x1 是直角平面水平边界上的点在坐标系x1O1y1 内的横坐标。

3 算例及分析

  本文算例假设二维直角平面介质中入射SH波的量纲一波数kR=0.1,1.0,1.9;入射平面波的入

射角度α分别取0,π/4,π/2;固定圆形夹杂的量纲一位置坐标参数(d/R,h/R)分别为(3.0,1.1),(300,

1.1);在方程组(19)中总共选取11项,即可满足预先设定的计算精度10-6,计算结果如下:(1)图2(a)、
(c)和(b)、(d)分别是d/R=3,h/R=1.1和d/R=300,h/R=1.1情况下入射波水平入射时的计算结

果;(2)图2(e)、(g)和(f)、(h)分别是d/R=3,h/R=1.1和d/R=300,h/R=1.1情况下入射波45°水平

入射时的计算结果;(3)图2(i)、(k)和(j)、(l)分别是d/R=3,h/R=1.1和d/R=300,h/R=1.1情况

下入射波垂直入射时的计算结果。
其中图2(a)、(b)、(e)、(f)、(i)、(j)是点的位移幅度比A=|W (t)/W0|的变化曲线;图2(c)、(d)、

(g)、(h)、(k)、(l)是点的位移相位角度B 的变化曲线。从计算结果来看,能够得到如下结论:

  (1)由于固定圆形夹杂的存在,直角平面水平边界上点的位移幅度都有明显的放大现象,且最大位

移幅度随入射波频率的增加而增大。其中当入射波水平入射,并且夹杂靠近直角平面上边界和右边界

时,低频、中频、高频时最大位移幅度比分别为1.0、4.3、6.0;当夹杂远离右边界(x1/R=300)但仍靠近

上边界(h/R=1.1)时,低频、中频、高频时最大位移幅度比分别为1.0、3.5、6.0。当入射波45°倾斜入射

时,上述两种情况下的低频、中频、高频时最大位移幅度比分别为1.8、8.2、5.8和1.3、4.1、5.0。当入
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图2 固定夹杂正上方直角平面水平边界上x1/R∈[-3.0,3.0]范围内

点的位移幅度比A 和相位角度B 的变化

Fig.2VariationsofthedisplacementratiosAandthephaseanglesBofthepoints
onthehorizontalboundaryoftheright-angledplanewhicharejustright
abovethefixedcircularinclusionandintherangeofx1/R∈[-3.0,3.0]
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射波垂直入射时,低频、中频、高频时最大位移幅度比分别为1.5,6.2,6.5和1.5,6.0,5.0。

  (2)无论是水平入射、倾斜入射还是垂直入射,当入射波低频时,直角平面水平边界上靠近夹杂正上

方点处一定范围内点的位移幅度近似为零,这主要是浅埋固定夹杂的静态物理约束造成的。

  (3)当夹杂靠近两直角边界时,由于两直角边界散射波的共同影响使得水平边界点的位移幅度比和

相位角度的变化没有一定的规律性;但是当夹杂远离右边界,并且入射波垂直入射时,水平边界上点的

位移幅度比和相位角度的变化相对于夹杂正上方的水平边界上的点是对称分布的,说明此时直角平面

右边界的散射波影响可以忽略,实际计算表明当d/R≥250时,这种影响即可忽略。

  (4)按照同样方法类似计算表明,当夹杂靠近右边界,而远离上边界(h/R≥250),并且入射波水平

入射时,直角平面右边界上点的位移幅度比和相位角的变化也具有对称性。至于其他情况和条件的计

算结果与前面得到的结果基本上是相似的,计算方法也一样,只是讨论的点是右边界上的点而已。

4 结 论

  本文中的算例只是计算了含有固定圆形夹杂的二维直角平面水平边界部分(x1/R∈[-3.0,3.0])
点的位移幅度比及其相位角度的变化情况,如果实际需要,也可计算其他有关参数的变化,比如夹杂边

界处动应力集中系数及直角平面水平和竖直边界上大范围内点的位移幅度比和相位的变化情况。利用

本文中的方法,通过测量和记录边界位移的变化,可比较准确地估计出浅埋固定夹杂的位置。当然,要
真正评估夹杂的位置,需做进一步的计算,显然本文方法可提供这方面的理论基础;另外本文方法对于

相应问题的反演计算、远场分析也具有一定的理论指导意义,对于其他诸如圆孔、刚性动夹杂、弹性夹杂

等类似问题的研究同样具有理论参考意义。
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SHIWen-pu1*,LIUDian-kui2,CHUJing-lian3,GONGHua-rong4,GUOShu-hong4

(1.SchoolofElectromechnicalAutomobileEngineering,YantaiUniversity,

Yantai264005,Shandong,China;

2.CollegeofCivilEngineering,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China;

3.SchoolofInformationTechnologyangPhoto-electrical,YantaiUniversity,

Yantai264005,Shandong,China;
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Abstract:Complexfunctionmethodandmulti-polarcoordinateandFourierseriesexpansiontechnolo-
gyareusedtostudythescatteringoffixedcircularinclusioninright-angledplanetosteadyincident
planarSH-wave.Theincidentwaveandthereflectionwaveintheright-angledplanewhichhasnocir-
cularinclusionareconstructed;andthescatteringsolutionexcitedbytheboundaryofthecircularin-
clusionexistinginthespace,whichsatisfythefreestressconditionsofthetworight-angledbounda-
riesareformulated,therefore,thetotaldisplacementfieldcanbeconstructedusingoverlappingprin-
ciple.Aninfinitealgebraicequationofunknowncoefficientsappearinginthescatteringwavesolution
fieldcanbegainedusingmulti-polarcoordinatetransformationandFourierseriesexpansiontechnolo-
gyandtheconditionsofdisplacementattheboundaryofthecircularinclusion.Itcanbesolvedbyu-
singlimititemsintheinfiniteserieswhichcangiveahighcomputationprecision.Anexampleisgiven
toillustratethevariationsofthedisplacementratioandthephaseofthedisplacementonthehorizon-
talboundaryoftheright-angledplanewiththevariationsofdimensionlesswavenumberandtheinci-
dentangleandthelocationofthecircularinclusion.Theresultsoftheexampleshowtheeffectiveness
andefficiencyofthemethodintroducedhere.
Keywords:solidmechanics;fixedcircularinclusion;complexmethod;scatteringofsteadySH-wave;

right-angledplane;multi-polarcoordinatetransformation
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