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RKDG有限元方法计算流体与刚体耦合
*

孙振生,张世英
(第二炮兵工程学院,陕西 西安 710025)

  摘要:用Levelset方法配合Runge-KuttadiscontinuousGalerkin(RKDG)有限元方法求解流体与刚体耦

合问题。用RKDG有限元方法求解欧拉方程,通过求解Levelset方程对界面进行追踪,并用推广的 Ghost

fluid方法对流刚界面进行处理。数值实验表明,该方法具有较高的分辨率。由于该方法不需要对移动网格

进行处理,因此可以处理任意形状的拓扑问题,并且很容易推广到三维。
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1 引 言

  间断有限元方法是20世纪70年代 W.H.Reed等[1]提出的,并用于解决中子输运问题。20世纪

80年代,B.Cockburn等[2]构造了k+1阶的Runge-KuttadiscontinuousGalerkin(RKDG)有限元方法

求解一维标量守恒律方程,并将该方法成功地应用到多维标量守恒律[3]和多维守恒律方程组[4]。RK-
DG有限元方法具有灵活处理间断和易于处理复杂的区域边界和边值问题的能力。

  运动界面的追踪有很多方法,如格子类方法[5]、VOF方法[6]和Levelset方法[7]等。Levelset方法

把随时间运动的物质界面看作某个函数φ(x,t)的零等值面,并满足一定的方程。在任意时刻只要知道

了φ(x,t)的函数值,就可以知道等值面的位置,即物质界面的位置。R.P.Fedkiw 等[8]在Levelset方

法的基础上引入了Ghostfluid方法。Ghostfluid方法的主要思想是利用Levelset函数将含有两种流

体的流场分成只含有一种流体的两个流场,每个流场由真实流场和虚拟流场组成,每个流场可以单独进

行计算,从而避开了界面两边状态方程不同的问题。

  本文中用RKDG有限元与Levelset相结合的方法计算刚体与无粘可压缩流体相耦合的问题。用

RKDG有限元求解欧拉控制方程,用Levelset追踪流体与刚体的界面,并引入推广的Ghostfluid方法

在界面处进行特殊处理。

2 方 程

2.1 欧拉方程组

  二维可压缩理想流体力学方程组为

∂
∂t

ρ
ρu

ρv

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

E

+∂∂x

 ρu

ρu2+p
 ρuv
(E+p)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

u

+∂∂y

 ρv
 ρuv

ρv2+p
(E+p)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

v

=0 (1)

2.2 状态方程

  采用理想气体的状态方程

p=(γ-1)ρe (2)
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2.3 Levelset方程与重新初始化方程

  Levelset的控制方程如下

∂φ
∂t+V·∇φ=0 (3)

  由于数值方法的耗散效应,方程(3)经过几个时间步的迭代后,φ(x,y,t)不再是(x,y)点到界面的

符号距离。因此,为了保证φ(x,y,t)始终是 (x,y)点到界面的符号距离,必需重新初始化。根据文献

[9]的方法,通过求解初值问题

∂φ/∂t+sgn(φ0)(1- ∇φ )=0 (4)
稳定解来实现。为了求解的方便,将符号函数光滑化为

sgnε(φ0)=φ0/ φ20+ε2 (5)

3 数值方法

3.1 Euler方程组的RKDG有限元格式

  考虑二维方程

∂U
∂t+∂F∂x+∂G∂y=0 (6)

式中:U、F、G 分别代表式(1)中的各物理量。在计算域内分别于x 方向和y 方向均匀地设置离散点

(x1,x2,…,xM-1)和 (y1,y2,…,yN-1),记为 Ωi,j=(xi-1/2,xi+1/2)췍 (yj-1/2,yj+1/2)。

  设v(x,y)是光滑函数,将它乘以式(6)并在 Ωi,j 域上积分得

d
dt∫Ωi,j

U(x,y)v(x,y)dxdy+∫Ωi,j

∂
∂x
[F(x,y,t)v(x,y)]dxdy+∫Ωi,j

∂
∂y
[G(x,y,t)v(x,y)]dxdy-

∫Ωi,j
F(x,y,t)∂v

(x,y)
∂x dxdy-∫Ωi,j

G(x,y,t)∂v
(x,y)
∂y

dxdy=0

  在 (xi-1/2,xi+1/2)和 (yj-1/2,yj+1/2)上分别定义两族正交完备的函数系列B(i)
hx ={b(i)

k (x)},C(i)
hy =

{c(j)m (y)},其中hx和hy是网格尺度,k和m 是函数序号。设v(x,y)=b(i)
k (x)c(j)m (y),将它代入上式,

并利用格林公式得

d
dt∫Ωi,j

U(x,y,t)b(i)
k (x)c(j)m (y)dxdy+

∫
yj+1/2

yj-1/2

[F(xi+1/2,y,t)b(i)
k (xi+1/2)-F(xi-1/2,y,t)b(i)

k (xi-1/2)]c(j)m (y)dy+

∫
xi+1/2

xi-1/2

[G(x,yj+1/2,t)c(j)m (yj+1/2)-G(x,yj-1/2,t)c(j)m (yj-1/2)]b(i)
k (x)dx-

∫Ωi,j
F(x,y,t)∂b

(i)
k (x)
∂x c(j)

m (y)dxdy-∫Ωi,j
G(x,y,t)b(i)

k (x)∂c
(j)
m (y)
∂y

dxdy=0

  由于间断有限元在同一节点上的左、右函数值可以间断,则共节点上的左、右通量项不能相抵。为

了解决这个问题,利用 Riemann解的方法构造局部的解,由此得到流通量最新的表达式 Hi±1/2,j和

Hi,j±1/2来代替F 和G。不同的方法可构造不同的 Hi±1/2,j和Hi,j±1/2。本文中采用B.Cockburn等[4]提

出的TVB方法,则方程可以化为如下形式

d
dt∫Ωi,j

U(x,y,t)b(i)
k (x)c(j)m (y)dxdy+

∫
yj+1/2

yj-1/2

[H(y)
i+1/2,jb(i)

k (xi+1/2)-H(y)
i-1/2,jb(i)

k (xi-1/2)]c(j)m (y)dy+

∫
xi+1/2

xi-1/2

[H(x)
i,j+1/2c(j)m (yj+1/2)-H(x)

i,j-1/2c(j)m (yj-1/2)]b(i)
k (x)dx-
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∫Ωi,j
F(x,y,t)∂b

(i)
k (x)
∂x c(j)

m (y)dxdy-∫Ωi,j
G(x,y,t)b(i)

k (x)∂c
(j)
m (y)
∂y

dxdy=0 (7)

设解   U(i,j)=Uij(t)b(i)
0c(j)0 +Uijx(t)b(i)

1c(j)0 +Uijy(t)b(i)
0c(j)1 +            

  Uijxy(t)b(i)
1c(j)1 +Uijxy(t)b(i)

2c(j)0 +Uijyy(t)b(i)
0c(j)2         (8)

  根据 Ωi,j 区域上的两族正交完备的函数系列满足的条件,可以得到b(i)
0 、b(i)

1 、b(i)
2 、c(j)0 、c(j)1 、c(j)2 、b0、

b1、b2、c0、c1、c2 的具体值。然后代入式(7)得

ΔxiΔyjbkcm
dU(i,j)

k,m

dt =-∫
yj+1/2

yj-1/2

[H(y)
i+1/2,jb(i)

k (xi+1/2)-H(y)
i-1/2,jb(i)

k (xi-1/2)]c(j)m (y)dy-        

 ∫
xi+1/2

xi-1/2

[H(x)
i,j+1/2c(j)m (yj+1/2)-H(x)

i,j-1/2c(j)m (yj-1/2)]b(i)
k (x)dx+

       ∫Ωi,j
F(x,y,t)∂b

(i)
k (x)
∂x c(j)

m (y)dxdy+∫Ωi,j
G(x,y,t)b(i)

k (x)∂c
(j)
m (y)
∂y

dxdy (9)

式中:U(i,j)
k,m 表示Uij、Uxij、Uyij、Uxyij、Uxxij、Uyyij ,这样式(9)是关于U(i,j)

k,m 的常微分方程,可以用Runge-
Kutta法求解,可以简写为

dU/dt=L(U(n)) (10)
常微分方程组(10)的时间离散采用带限制器的TVDRunge-Kutta方法[4]。

3.2 Levelset方程的求解和重新初始化方程的求解

  在计算过程中,将Eluer方程和Levelset方程分开求解,即在每求解一步Eluer方程后再求解一步

Levelset方程和重新初始化方程。这样在已知tn 时刻各个物理量的值的情况下,求解tn+1时刻φ(x,y,

t)的值时,在Δt=tn+1-tn 时间内速度u 可以看成是只和位置有关的函数。用 WENO格式求解Level
set方程和重新初始化方程,具体方法参考文献[9-10]。

4 界面的处理

  Ghostfluid方法是R.P.Fedkiw等[8]针对可压缩两介质气体界面问题提出的,比较理想地解决了

气体界面接触间断处的数值耗散问题。本文中将Ghostfluid方法推广到计算流体与刚体相互耦合的

问题,把流体与刚体的交界面处当成反射壁面来处理,根据文献[11],通过以下方式给Ghost网格赋值

ρG=ρR, VG=VT
R-VN

R+2UN
G, EG=ER-12ρR|VR|2+12ρG|VG|2

式中:下标G表示Ghost网格,下标R表示实网格,VT
R 和VN

R 分别表示实网格处速度的切向分量和法向

分量,UN
R 是界面速度的法向分量。

  对于任何一个给定的Ghost网格节点x1,通过以下方式求得与它对应的反射网格点

图1计算域外反射点的处理

Fig.1Solutionforpointsoutofdomain

x2=x1-2φ(x1)∇φ(x1)
当点x2在计算域内时,可以直接通过线性插值求得该点处的各变

量值;当点x2不在计算域内时,可以由以下两种办法求得点x2处
的各变量值。如图1所示,设P1的反射点为P2,Γ为计算域的边

界,P3为P1和P2的连线与Γ 的交点,P5是P2通过Γ 的反射点。
一种简单的办法是直接用P3处的值代替P2点处的值,这种方法

在某些情况下会引入较大的误差。另一种更精确的方法是把P2

也看成Ghost网格点,根据Γ 处的边界条件,通过P5给出P2的

值,本文中就是采用这种方法。

5 数值算例

5.1 Sod激波管问题

  为了验证计算软件的正确性,本文中首先对具有精确解的Sod激波管问题进行了计算。Sod问题
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是一类比较特别的Riemann问题,在随时间发展过程中,形成稀疏波、压缩波、间断面等流动结构,计算

流体力学研究工作者常用来验证计算软件的有效性。Sod问题的初始条件为

(ρ,u,p)=
(1,0,1)      0≤x≤0.5
(0.125,0,0.1)   0.5<x≤1.{ 0

  在考虑熵增的条件下,对Sod问题可以求得唯一确定的理论解。本算例在计算域x∈[-0.5,0.5]
内采用了101个网格点。图2给出了t=0.2时的数值结果,并与精确解进行了比较。可以看出,将

RKDG有限元法与Levelset相结合清晰地捕捉到了求解域中的压缩波强间断面、接触间断面和稀疏波

系结构。

图2将RKDG和Levelset方法相结合计算的Sod激波管问题

Fig.2CalculatedresultsofsodproblembycombiningRKDGandlevelsetmethods

5.2 刚体在风洞中的运动

  在长为4、宽为1的风洞中,有马赫数为3的气体自左向右运动,初始时刻气体的常数γ=1.4,ρ=

1.0,p=1.0,u=3 1.4/2,v=0。同时,半径为0.125的刚球以速度u=3 1.4/2自右向左运动。图3
为t=0.1、0.3、0.5、1.6时的压强分布图,图4为t=0.1、1.6时刚体界面处得局部放大图。

  从图3~4中可看出,间断有限元有很强的激波捕捉能力,而Levelset有很强的界面追踪能力,流
固界面被限制在一个网格内,并且边界处没有出现

压力振荡。该结论同文献[11]中的基本一致。t=
0.5时,流固边界处的质量损失同网格尺寸的关系

如表1所示,表中h为网格尺寸的大小,Δm 为质

量损失的绝对误差,Δm/m 为质量损失的相对误

差。从表1中可以看出,随着网格尺寸的减小,质
量损失趋近于零,也就保证了界面处的质量守恒。

表1t=0.5时流固边界处的质量损失

Table1 Masslossofthesolid-fluidboundaryatt=0.5

h Δm Δm/m

0.04 2.32×10-2 4.23×10-3

0.02 6.78×10-3 1.24×10-3

0.01 3.36×10-3 6.13×10-4

图3不同时刻的压强分布图

Fig.3Pressurefieldatdifferenttimes
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图4不同时刻刚体界面的局部放大图

Fig.4Enlargedlocalimageofrigidboundaryatdifferenttimes

5.3 刚体在风洞中的旋转

  在长为2、宽为1的风洞中贮存有一定质量的理想气体。初始时刻气体的状态参数γ=1.4,ρ=
1.0,p=1.0,u=v=0。有一刚体以一定的角速度在风洞中旋转,由于刚体头部的绝对速度远大于其中

心部分的速度,因此在其头部会产生两道激波。图5是t=0.10、0.25、0.37、0.50时的压强分布图,从
图5中可以看出,在t=0.10时,刚体头部产生的两道激波分别以一定的速度向边界运动;在t=0.25
时,初始产生的两道激波经过壁面的反射后同刚体头部新产生的激波相交,这样,在刚体的头部不断产

生新的激波并不断地经过壁面的反射并同原来的激波相互作用;在t=0.37、0.50时,流场的激波结构

已经相当复杂,但由于间断有限元良好的激波捕捉能力,使得各激波的宽度基本被控制在3个网格以

内,没有发生大的数值耗散现象。该问题利用动网格处理是相当困难的,但利用本文的方法可以很好地

处理流固耦合界面,并得到锐利的激波图像。

图5不同时刻的压强分布图

Fig.5Pressurefieldatdifferenttimes

6 结 论

  利用Levelset方法和RKDG有限元方法相结合的方法求解流体与刚体耦合问题,推广的Ghost
fluid方法能够很好地处理流固耦合的界面,避免了流固界面处的压力振荡,得到了分辨率较高的结果。
该方法是基于固定网格上的,不需要网格的移动,因此可以处理各种形状的拓扑问题,具有动网格不可

比拟的优势。该方法可以很容易推广到三维。
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DiscontinuousGalerkinmethodandcomputationoffluid-rigidinteraction

SUNZhen-sheng*,ZHANGShi-ying
(TheSecondArtilleryEngineeringCollege,Xi’an710025,Shaanxi,China)

Abstract:RigidandfluidinteractionproblemsaresolvedbythelevelsetmethodwiththeRKDG
method.ThesystemoftheEluerequationsaresolvedbytheRKDGmethodwhilethelevelsetequa-
tionwhichdescribesthemotionoftheinterfacearesolvedbyhigh-resolutionWENOfinitedifference
scheme.Theextendedghostfluidmethodisusedtodealwiththesolidandfluidboundary.Numerical
testsontwodimensionalflowarecarriedouandsatisfactoryresultsareobtained.Thismethodcanbe
extendedtothreedimensionalquestionssincenomeshmodificationisneeded.
Keywords:fluidmechanics;rigidandfluidinteraction;ghostfluidmethod;discontinuousGalerkin
method;levelsetmethod
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