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  摘要:基于大挠度动力控制方程,应用有限差分离散求解,研究了阶跃载荷作用下弹塑性悬臂梁的动力

行为。通过对动力响应早期内力、变形以及能量分布规律的分析,考察了悬臂梁的弹塑性响应模式和变形机

制,并与已有的刚塑性分析进行了系统的比较。数值计算表明,阶跃载荷的不同幅值使得梁的响应模式存在

较大差异,弹塑性分析肯定了刚塑性理论在处理中载情形的准确性,同时也指出了其在处理低载和高载情形

时的缺陷。通过与小变形理论计算结果的比较,指出了考虑大变形效应的必要性,为今后的大变形刚塑性动

力分析提出了建议。
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1 引 言

  强动载荷作用下结构的动力行为研究,日益引起学术界和工程界的关注。通常认为,冲击能量远大

于结构所能吸收的最大弹性应变能时,理想刚塑性模型可以满意地预测结构的动态响应[1]。刚塑性假

定使得塑性变形集中发生于结构的个别截面,极大简化了动力方程的建立和求解。但是,由于这种简单

模型忽略了弹性效应等其他二级效应的重要影响,无法细致考察响应过程中的某些动力行为,因而常常

引起对其概念和假定的合理性的疑问[2-4]。对于梁的情形,著名的结构动力响应过程的异常行为即是弹

性效应的存在引发的 [5-6]。
对于阶跃载荷作用下悬臂梁的动力响应问题,W.J.Strong等[7]首先从小变形和刚塑性两个基本假

设出发,根据载荷大小的差异假定不同的变形模式,从而得到刚塑性动力分析的完全解。其机构演变过

程为
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式中:Fc 为静态塑性极限载荷。随后,周青等[8]和Y.L.Hua等[9]按照与 W.J.Strong等[7]相同的思

路,分别对连续变化和突变截面悬臂梁在受到阶跃载荷作用时的刚塑性动力响应进行了研究,并给出了

刚塑性分析的变形机制和响应模式。以小变形和理想弹-塑性模型为基础,T.X.Yu等[10]借助有限差

分法对阶跃载荷作用下层合悬臂梁的早期弹塑性响应进行了分析,讨论了响应早期反射弹性弯曲波同

“塑性铰”的相互作用。
以上分析均建立在小变形假设上,建立运动方程时不考虑结构变形前后的构型变化,这与强动载荷

下结构的实际变形状态不符。另外,T.X.Yu等[10]虽然采用了弹-塑性材料模型,使得本构模型趋于完
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善,但只着重讨论了响应初期弹性弯曲波传播阶段的响应特征,对整体响应过程的变形模式却未进行系

统分析。从大挠度和理想弹塑性模型出发,刘锋等[11]对阶跃载荷作用下变截面悬臂梁的弹塑性行为进

行了初步的定性分析,通过考察动力响应过程中内力的变化规律,发现了弹塑性分析与刚塑性分析的较

大差异。
本文中从大挠度动力控制方程出发,在考察响应过程中内力变化规律的基础上,着重加强对变形和

能量等响应参数的细致分析,更深入和全面地揭示不同载荷情形下悬臂梁的响应机制,并以此为基础,
提出大变形刚塑性分析的变形机制。

2 控制方程和求解

  考虑图1~2所示端部承受阶跃载荷F 作用的悬臂梁。

图1 端部承受阶跃载荷的悬臂梁

Fig.1Acantileverbeamsubjectedtostepforceatitstip

图2 自t=0施加于梁端的阶跃载荷

Fig.2Thestepforceactedonthetipofthebeam

图3 大挠度假设下结构的典型单元

Fig.3Atypicalbeamelement
underlargedeflection

由图3所示微段的动平衡[12],容易得到用变形

后坐标描述的梁的运动学微分方程

∂(Ncosθ)
∂s -∂

(Qsinθ)
∂s +Fx -m̈u=0

∂(Nsinθ)
∂s +∂

(Qcosθ)
∂s +Fz-m̈w =0

∂M
∂s -Q=J∂̈u∂

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï s

(2)

式中:ds为微段长,m、J 分别为单位长度质量和转

动惯量,m=ρbh,J=ρbh3/12,θ为微段同x 轴之间

的夹角,u、w 分别为微段在x 和z 方向上的位移,

Fx、Fz 分别为沿x、z轴方向的外部载荷,M、N 和Q
为截面上的弯矩、轴力和剪力。弯矩M、轴力N 分别定义为

M=∫A
σzdA,   N=∫A

σdA (3)

采用平截面假定,横截面上任意一点的应变为

ε=ε0+κz (4)

ε0= (1+u′)2+w′2 -1

κ=
(1+u″)w′-u′w″
[(1+u′)2+w′2]3/2

式中:ε0 为拉压应变,κ为曲率,z为点到截面中和轴的距离。

  采用理想弹塑性材料模型,且不考虑应变率效应的影响,本构方程为
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式中:E 为材料弹性模量,σs、εs 为材料屈服应力和屈服应变。σ*、ε*为加载或卸载时的应力和应变。

  对于图1所示端部承受阶跃载荷作用的悬臂梁,其边界条件可表示为

Fz=FH(t)δ(x-0) x∈ (0,L)

u=w=0, w′ =0 x=L
w(x,0)=0, ̇w(x,0)=0   t=
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式中:H(t)、δ(x-0)分别为阶跃函数和脉冲函数

H(t)=
1   t>0
0   t≤{ 0

,     δ(x)=∫
λ

0
δ(x-0)dx=1{0 (7)

  应用有限差分法求解控制方程,为此,按(8)~(9)式所示对控制方程进行空间和时间离散

xi=iΔx, zj=jΔz   i=0,1,…,k; j=-n/2,…,n/2 (8)
式中:Δx、Δz分别为沿梁的轴向和横截面高度方向的空间步长。

假定在tq 瞬时,已知结点i的加速度̈uq
i、̈wq

i,对时间进行差分离散,可得到下一瞬时tq+1时刻的位移

uq+1
i =̈uq

i(Δt)2+2uq
i -uq-1

i

wq+1
i =ẅq

i(Δt)2+2wq
i -wq-1

i

(9)

式中:上标q表示时刻值,Δt为时间间隔。为保证数值计算的收敛,Δt应满足

Δt< Δx
E/ρ

(10)

  利用求得的位移uq+1
i 、wq+1

i ,可计算tq+1时刻的应变εij以及应变增量Δεij,应力σij则需要首先判断

是弹性状态或塑性状态,依据相应的本构关系进行计算,积分求得弯矩和轴力后,再由运动方程得到

üq+1
i 、̈wq+1

i 。如此往复,即可确定悬臂梁的弹塑性动力响应历史。
以上动力学控制方程中,采用了变形后的弧坐标描述的运动方程(2)、有限变形几何方程(4)和理想

弹塑性本构方程(5),因此,可以有效地进行结构的大挠度弹塑性分析。同时,由于在控制方程中计入了

横向转动效应,因而也能够较为准确地分析响应早期弹塑性弯曲波的传播机制。

3 悬臂梁的弹塑性变形机制

  为数值考察弹塑性悬臂梁的变形机制,选取悬臂梁长L=35.56cm,宽b=1.63cm,高h=0.45
cm,其材料参数分别为:ρ=2.60t/m3,E=71.96GPa,σs=150MPa,J=0.322mg·m,则 Mp=σsbh2/

4=12.38N·m,可由以上参数、悬臂梁的静态塑性极限载荷定义[7]Fc=Mp/L,得Fc=34.81N。
因此,由(1)式,悬臂梁刚塑性动力响应的临界载荷分别为34.81、104.43N。为考察弹塑性悬臂梁

的变形机制,并检验刚塑性变形模式的准确性,取如下载荷进行数值计算和分析

中载    F=50N
高载    F={ 250N

(11)

计算中,取k=40,n=10,Δt=1.0μs。

3.1 内力分析

  尽管大挠度效应将在梁截面上产生轴力,但在响应过程中始终很小,弯矩仍然主导和控制梁的变

形。因此,此部分着重考察响应过程中弯矩的分布和变化规律,从而初步确定其变形机制。
中载情形下响应各时刻弯矩分布以及根部弯矩-时间历程见图4,根据其分布特征,可将动力响应

分为以下三相:
第Ⅰ相,弹性变形模式(0~9.5ms):梁跨内各截面均处于弹性状态,未产生塑性变形。
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第Ⅱ相,根部驻定铰模式(9.5~42.0ms):梁根部弯矩值达到 Mp,并在此阶段一直保持大小和位

置不变,对应于刚塑性分析中的“驻定塑性铰”。
第Ⅲ相,弹性自由振动模式(42.0ms以后):根部弯矩值逐渐小于 Mp,驻定铰消失,梁进入完全的

弹性自由振动阶段。

图4 中载情形下各时刻弯矩分布和根部弯矩-时间历程

Fig.4Bendingmomentdistributionsalongthebeamatthedifferenttimesandthebendingmoment-timecurve
attherootofthebeamundermoderatesteploading

图5~6分别给出了高载情形下响应各时刻弯矩分布和根部弯矩的时间历程曲线,其分布特征表

明,高载情形下梁的响应模式与中载情形有较大差异,整个响应过程可分为以下四相:
第Ⅰ相,弹性弯曲波传播模式(0~1.25ms):自载荷施加于梁端瞬间,波幅越来越大的弥散弹性弯

曲波逐渐向梁根部传播,梁内无截面产生塑性变形。此阶段,梁的响应特征与文献[10]的研究结果吻

合。
第Ⅱ相,跨中驻定铰模式(1.25~4.00ms):弹性弯曲波传播结束,距离梁端约0.15m处左侧,形

成数值接近Mp 的弯矩峰值,并且此峰值弯矩在此阶段保持位置和大小不变。将F 代入有关高载情形

图5 高载情形下的弯矩分布曲线

Fig.5Bendingmomentdistributionsalongthebeamatthedifferenttimesunderintensesteploading

642 爆  炸  与  冲  击               第28卷 



图6 高载情形下根部弯矩-时间历程

Fig.6Thebendingmoment-timecurveattherootof
thebeamunderintensesteploading

下塑性铰位置的计算公式[7]Λ=3Mp/F,得 Λ=
0.149m。比较可见,图5(b)所示塑性铰位置与上

式计算结果几乎完全吻合。从而表明,此铰正是刚

塑性分析中所假定的“跨中驻定铰”。

  第Ⅲ相,根部驻定铰模式(4.00~84.00ms):
跨中接近Mp 的峰值弯矩逐渐减小,塑性铰消失;与
此同时,根部弯矩逐渐增大至 Mp,且在6.0~20.0
ms时间段内保持不变,形成“根部正向驻定铰”。自

20.0ms,根部弯矩开始小于 Mp,塑性铰消失,在经

历一段无铰阶段后,于35.0ms左右,根部弯矩接近

-Mp,在根部形成“负向驻定铰”。随后,负向铰也

消失,并重新形成正向塑性铰,在反复经历几次正、
负铰变换后,根部弯矩绝对值开始小于 Mp,梁进入

响应的第Ⅳ相,即弹性自由振动阶段,弹塑性响应结束。
为考察以上分析所得结论的一般性,取满足0<F<10Fc 的多组载荷进行数值计算,载荷幅值与响

应过程中各相结束时间的对应关系见图7。由此,并结合上述分析,梁的弹塑性响应模式可总结归纳如

下:
(1)低载情形(F/Fc≤1):根据载荷大小的不同,低载情形下结构的响应存在着截然不同的两个模

式:(a)F/Fc>0.6,其响应过程存在与中载情形类似的三个阶段,并且随着载荷的增大,响应模式的第

Ⅰ相结束时间越来越早,而第Ⅱ相结束时间越来越晚,“驻定铰模式”的持续时间随着载荷的增大而不断

延长;(b)F/Fc≤0.6,整个响应过程不存在上述分析的第Ⅱ相,表明此载荷范围内结构不会产生塑性变

形。总体看来,“根部驻定铰模式”对于0.6≤F/Fc≤1范围内都成立,且持续时间较长,因此,此模式在

低载情形下不但存在,而且非常重要。
(2)中载情形(1<F/Fc≤3):随着载荷的增大,响应的第Ⅰ相和第Ⅱ相结束时间均越来越早,但“根

部驻定铰模式”一直存在,是中载情形下动力响应的主要模式。
(3)高载情形(F/Fc>3):梁的动力响应过程存在着两个明显的变形模式,即“跨中驻定铰模式”和

“根部驻定铰模式”。随着载荷的逐渐增大,动力响应的第Ⅰ相和第Ⅱ相结束时间均较小,且变化不大,
而响应的第Ⅲ相结束时间相比前两相而言量值和变化幅度均较大。比较而言,第Ⅲ相模式相比第Ⅱ相

而言持续时间更长,表现了此响应模式对动力响应的主导地位。

图7 阶跃载荷与响应各相的关系

Fig.7Therelationshipbetweenstepforceandeachphase

3.2 能量耗散分析

  动力响应过程中能量的耗散规律,可以更深刻地揭示结构的变形机制。对于本文的研究对象,外力

功、动能、弹性变形能可分别表示为
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式中:I=bh3/12,A=bh,并且

mi=
mΔx    i=1,…,k-1
1
2mΔx   i=0,{ k

(13)

由能量守恒定律,且不考虑响应过程中可能产生的摩擦耗能,塑性耗能

EP=EF-EK-ES

中载情形下各能量形式随时间的变化曲线见图8,前述分析所得的响应各阶段也同时在图中标出。
观察可知,在响应的第Ⅰ相,梁尚未产生塑性变形,动能和弹性变形能是能量消耗的主要形式,可以分别

达到总能量的70%和30%。随着响应进入第Ⅱ相,动能和弹性能所占的比率减小,塑性能增大,并迅速

成为能量消耗的主要形式。另外,图9给出的根部单元塑性耗能ER
P 与总塑性耗能EP 比率的时间历程

表明,根部塑性耗能的比例在响应的第二阶段迅速增大,且在相当长的时间内可以达到整体塑性耗能的

95%以上,揭示了中载情形下,“根部驻定铰模式”对梁整体响应的主导地位。

图8 中载情形下能量耗散的时间历程

Fig.8Energydissipation-timecurves
undermoderatesteploading

图9 中载情形下根部塑性耗能时间历程

Fig.9Plasticwork-timecurveattherootofthebeam
undermoderatesteploading

高载情形下各能量形式的变化过程见图10,类似于中载情形下的能量演化规律,梁的塑性耗能在

动能和弹性变形能比例减小后逐渐增大,是响应后期能量消耗的主要形式。

图10 高载情形下能量耗散的时间历程

Fig.10Energydissipation-timecurves
underintensesteploading

图11 高载情形下梁根部和中部塑性耗能的时间历程

Fig.11Plasticwork-timecurvesattheroot
andmiddleofthebeam
underintensesteploading
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图11是梁根部(对应于“根部驻定铰”的形成位置)和中部(对应于“跨中驻定铰”的形成位置)的塑

性能耗散ER
P、EM

P 随时间的变化曲线。与中载情形下塑性能的耗散规律不同,高载情形下,塑性能的消

耗在响应的早期主要集中于跨中截面,相应于根部单元的不足5%,其数值可以达到总塑性耗能的

50%。此现象表明,在响应的早期,“跨中驻定铰模式”是变形的主要机制。随着响应的深入,跨中单元

的塑性能消耗逐渐变小,而根部单元塑性能消耗越来越大,在响应的后期,其数值分别为总塑性功的

10%和70%。比较而言,跨中和根部塑性铰模式分别主导了响应早期和后期的塑性变形,而后者持续

时间相对更长,因此是此载荷情形下悬臂梁弹塑性变形的主要模式,这也验证了以上分析所得出的结

论。

3.3 结构变形分析

  相对于对内力和能量耗散,响应各时刻结构的变形状态可以更直观地反映其变形机制。为此,图

12给出了中载和高载情形下响应各时刻的变形曲线,同时,结构的变形模式简图也分别在图中给出。
由两者变形曲线的对比可以明显看到,中载情形下,结构的变形模式比较简单,为整体梁段保持平直,且
绕根部塑性铰转动。虽然高载情形下结构的后期响应与中载情形的变形模式相似,但在响应的早期,则
具有明显的端部梁段绕跨中某点转动的现象。

图12 中载和高载情形下响应各时刻变形曲线

Fig.12Thedeformationconfigurationsinthecaseofmoderateandintensesteploadings

4 讨 论

  综合以上数值分析结果,图13给出了不同载荷情形下弹塑性分析所得的塑性铰位置曲线,为便于

比较,刚塑性分析所假定的塑性铰[7]也绘于其中。图中,LL表示低载,Ml表示中载,IL表示高载;SD
表示小变形,LD表示大挠度;EP表示弹塑性分析,RP表示分析刚塑性。系统比较后,可得如下结论:

图13 不同阶跃载荷下塑性铰的位置

Fig.13Thepositionsofplastichinges
underdifferentsteploadings

图14 端部结点横向位移-时间历程

Fig.14Transversedisplacement-timecurvesofthecrunode
atthetipofthebeam
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(1)低载情形(F/Fc≤1):弹塑性分析表明,当0.6≤F/Fc≤1时,结构可以产生塑性变形,其响应

模式为在根部形成塑性铰。然而,此响应模式在刚塑性分析中并未予以考虑。
(2)中载情形(1<F/Fc≤3):弹塑性分析所得出的结论与刚塑性变形模式完全吻合,均为在梁的根

部存在一个塑性铰,这证明了刚塑性分析在处理此载荷情形时的正确性。
(3)高载情形(F/Fc>3):弹塑性分析表明,梁的动力响应过程中存在两个明显的塑性铰,即随载荷

幅值而位置发生变化的“跨中驻定铰”和对于高载情形各工况均位置不变的“根部驻定铰”。两种分析方

法在“跨中驻定铰”的成铰位置上符合很好,从而验证了刚塑性分析所假定变形模式的部分准确性。但

是,弹塑性分析所得出的“根部驻定铰”却在刚塑性分析中始终没有体现,考虑到前述分析中表明的“根
部驻定铰模式”对动力响应过程的主导地位,因此,这揭示了刚塑性分析在处理高载情形时的缺陷。

运用文献[10]中所述的小变形理论进行数值计算,并与本文结果进行比较,所得到的各种载荷情形

下端部结点的横向位移-时间历程如图14所示。可以看出,当F<Fc 时,二者计算结果基本吻合,表明

F 较小时,结构构型变化不大,运用小变形理论进行处理是近似合理和有效的;然而,当F≥Fc 时,结构

产生大变形,其构型发生巨大变化,小变形理论的计算结果只是在响应早期的一段时间与大挠度理论计

算结果吻合较好,随后则出现计算的发散,因此无法正确预测结构的响应。
通过上述分析,对阶跃载荷作用下悬臂梁的响应模式和变形机制有了更加清晰的认识。已有刚塑

性分析虽然把握了梁动力响应过程的部分特征,但也遗漏了响应过程的一些主导模式。另外,虽然小变

形理论可以较为满意地预测结构在低载情形下的动力行为,但在处理中载和高载情形时则会因为结构

的大变形而导致计算发散。由此可见,对此问题,发展考虑结构构型变化的大变形刚塑性分析是有意义

的。因此,基于本文研究结果,建议对高载情形的大变形刚塑性分析可以假定在梁的根部存在一个驻定

塑性铰。
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Deformationmechanismandenergydissipationof
anelastic-plasticcantileverbeamsubjectedtosteploading

LIUFeng1,XIFeng2*
(1.StateKeyLaboratoryforDisasterReductioninCivilEngineering,TongjiUniversity,

Shanghai200092,China;

2.ShandongJianzhuUniversity,Jinan250101,Shandong,China)

Abstract:Thedynamicresponseofanelastic-plasticcantileverbeamsubjectedtosteploadingatitstip
wasstudiednumericallybyemployinglargedeflectiongoverningequationsandsolvingthemexpressed
inthefinite-differenceform.Thedeformationmechanismandenergydissipationwereexploredbyan-
alyzingtheinstantaneousdistributionofinternalforce,deformationandenergyduringtheearlydy-
namicresponseandwerecomparedwiththoseofrigid-plasticanalysis.Numericalcalculationindicates
thatthedeformationmechanismisdifferentduetothemagnitudeofthesteploading.Elastic-plastic
analysisconfirmsthevalidityoftherigid-plastictheoryindealingwiththecaseofmoderateload,and
itpointsoutthedefectsoftherigid-plasticmethodinthecaseoflowandintensedynamicloads.Com-
parisonwiththeresultscalculatedbythesmalldeformationtheoryshowsthatitisrequiredtoconsid-
erthelargedeformationeffects.
Keywords:solidmechanics;deformationmechanism;finitedifference;cantileverbeam;energydissi-
pation;elastoplasticity;stepload;largedeformation
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