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非线性弹性大变形材料梁的抗爆特性
*

方 秦,杜茂林,陈 力
(解放军理工大学工程兵工程学院,江苏 南京 210007)

  摘要:从理论上探讨了非线性弹性大变形材料应用于抗爆结构的可行性,为此,基于等效结构体系的分

析原理,将两端固定铰支梁的横向和纵向位移表示为三角级数形式,应用第二类Lagrange方程建立了非线性

大变形材料梁的非线性分析方法,并且用ABAQUS有限元软件中的超弹性材料模型验证了所提出的方法的

有效性。对典型的爆炸荷载作用下非线性弹性大变形材料梁的抗爆特性进行了分析,讨论了动力放大系数和

材料性质及动荷载之间的关系。结果表明:与线弹性小变形材料相比,非线性弹性大变形材料具有优良的抗

爆特性,结构的抗爆能力随结构变形的增大而显著提高。
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1 引 言

  防护工程中很多构件可以简化为梁进行计算。提高梁抗力的方法主要是通过采用高强度新材料和改善梁的截面形

状。为了寻找提高梁抗力的新途径,方秦等[1]用解析方法分析了弹性阻尼支承梁的动力响应特性,结果表明梁两端设置

弹簧及阻尼器可以提高梁对爆炸荷载的抗力。在线性分析的基础上,方秦等[2]采用 ABAQUS有限元程序,分析了在非

线性响应条件下在梁两端设置弹簧及阻尼器对其抗力的影响,计算表明在非线性情况下,梁两端设置弹簧及阻尼器仍可

以提高梁对爆炸荷载的抗力。曾首义等[3]讨论了在梁上设置钢管吸能装置以提高梁抗力的可行性。方秦等[4]、姜锡权

等[5]进一步讨论了钢管吸能装置的吸能效率评价及相关参数的影响,并通过特例说明此类装置具有较好的抗力的效果。

  近年来,在地面结构抗爆炸恐怖袭击的研究中,开发了Line-X和POLIBRID®705等抗爆加固材料,现场加固砖墙

结构的试验表明,采用这种弹性聚合物材料加固的砖墙结构的抗爆性能明显提高。这些材料基本上都具有非线性弹性

和大变形的特征。但是,如何有效地进行爆炸荷载作用下的非线性大变形材料组成的结构动态响应分析,却少见报道。

  李明瑞[6]对梁的有限变形问题的研究情况进行了论述。早期关于梁的有限变形问题的研究中,VonKárman认为

最能表征梁板壳大变形特征的是在变形时产生了较大的转动(事实上还应考虑大曲率),即挠度v对截面位置x 的导数θ
=dv/dx的二次项是一个不容忽视的量,他在壳的中面(梁的中轴线)线位移上又加上了(dv/dx)2的非线性项。这一项

通常称为VonKárman项,并将线性方程附带有 VonKárman非线性项的方程称为 VonKárman方程。后人在 Von
Kárman方程的基础上给出了不同的增补项。在求解方法上多采用小载荷步长,多次加载法[7-8]。另外还有两大类求解

方法,引进跟随单元转动的坐标系法[9-10]和投影法[11-12],以消除大转动的影响。这些近似理论的缺点是计算量大,不适

合求解动力学问题、结构稳定屈曲分叉问题;由于计算步长小而引起的误差积累造成计算精度低。LIMing-rui[13-15]运用

连续介质力学的理论体系,采取Timoshenko梁模型,用Lagrange描述导出了线弹性材料梁上任意点的Green-Lagrange
应变表达式,根据Green-Lagrange应变和Kirchhoff应力的能量共轭关系得出有限元的平衡方程,方程求解对应变和加

载步长可不加限制。

  本文中对能够产生大变形的弹性材料梁,在变形过程中,逐步抵抗爆炸载荷的特性进行了分析,借鉴文献[16-17]的
近似方法和文献[18]中的应变分析的方法,用第二类Lagrange方程建立了爆炸载荷作用下梁的动力方程。这样得到的

动力方程是一组常系数常微分方程组,求解很方便。

2 爆炸载荷作用下非线性弹性梁的大变形动力分析方法

  设两端固定铰支梁如图1所示,图中v为梁任意截面的竖向位移,y为截面上一点相对于中性轴的坐标。
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图1 梁的分析模型

Fig.1Ananalyticalmodelforthebeam

2.1 应变分析

  对于应变的分析,采用Lagrange描述法[18],如图

2所示,梁在静止时的初始位形为Cn。惯性参照系用3
个正交单位基矢量ej(j=1,2,3)来表示,e1与梁未变

形时的中轴线重合。梁中轴线上的任意截面的位置可

表示为矢量X(x)=xe1,其中x是未变形时截面距原

点O的距离。

图2 梁的变形示意图

Fig.2Configurationofbeamdeformation

  截面在参考位形中用一对正交矢量a2和a3来表示,a1=a2×a3,aj(j=1,2,3)是三维欧氏空间中的正交单位基矢

量。从初始位形Cn到当前位形C 的位移矢量u=ua1+va2。

  截面的位置由位置矢量x(x,t)=X(x)+u(x,t)和一对正交矢量d2(x,t)和d3(x,t)表示(d1 =d2×d3)。d1 和

d2 由a1和a2绕d3轴作有限转动而得,可用正交旋转张量R(x,t)来描述

R=
cosθ sinθ

-sinθ cos
æ

è
ç

ö

ø
÷

θ
(1)

  梁的广义应变在参考位形中以应变矢量E(x,t)=RTx′-X′和曲率张量K(x,t)=RTR′表示。“′”表示对x的导

数。由不计剪切变形得,γ=E·a2 =0。“·”表示二维欧氏空间中的点积。因此截面转角θ=arctan v′/(1+u′[ ]) 。

又有sinθ=v′/(1+ε1),cosθ= (1+u′)/(1+ε1),这样非零应变就只剩下轴向应变和曲率张量的非零项,即

ε1 =Ea1 = (1+u′)2+(v′)2 -1,   k=θ′= (v″+u′v″-u″v′)/(1+ε1)2 (2)

则梁横截面上任意一点的应变

ε= (1+v′)2+(v′)2 -1+(v″+u′v″-u″v′)y/(1+ε1)2 (3)

2.2 应力应变关系

  考虑到防护结构构件的抗爆要求和现有弹性聚合物材料的实际应力应变关系的特点,并为了简化问题,假设非线性

弹性材料的应力应变关系为

σ=a[(ε-b)3+b3] (4)

式中:a和b为材料常数。

2.3 梁的动能和势能

  梁的动能T 和势能U 分别可写为

T= 1
2∫

L

0
ρ (̇v2+u̇2)dx,   U =∫V∫

ε

0
σd( )ε dV (5)

式中:ρ为梁材料的密度,̇v、̇u上的点表示对时间求偏导,V 表示体积分。

2.4 振型选取

  考虑到结构和载荷的对称性,借鉴防护结构中采用静力挠曲线的方法[16],以及文献[17]中对振型的假设,设满足位

移边界条件的竖向和水平位移分别为

v(x,t)=∑
∞

n=1
φ2n-1(t)sin

(2n-1)πx
L

,   u(x,t)= -∑
∞

n=1
ψ2n(t)sin

2nπx
L

(6)

式中:φ和ψ为待定函数。

2.5 广义力

  设爆炸载荷简化为突加均布三角形载荷
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p(t)=
p0(1-t/td)   0≤t≤td
0        t>t{

d

(7)

式中:p0 为载荷峰值,td 为载荷作用时间。典型的长时间作用载荷的td=0.5s(如核爆炸载荷),典型的短时间作用载荷

的td=0.01s(如化爆炸载荷)。对应于广义坐标φ2n-1的广义力

Qvn =2∫
L/2

0
sin
(2n-1)πx

L p(t)cosθ 1+u′2+v′2dx   n=1,2,… (8)

对应于广义坐标ψ2n的广义力

Qun =2∫
L/2

0
sin2nπxL p(t)sinθ 1+u′2+v′2dx   n=1,2,… (9)

2.6 动力方程

  将式(3)~(9)代入第二类Lagrange方程

d
dt
∂(T-U)
∂̇qj

-∂
(T-U)
∂qj

=Qj (10)

可得到梁的动力方程。其中qj 为广义坐标,Qj 为对应的广义力。

  对梁的动力响应分析,常采用静载作用下变形为近似振型,并应用加权残值法建立动力学方程[16],本文中u和v 分

别取一项计算。动力方程建立借助 MATLAB来实现。式(5)动能的计算用 MATLAB的积分命令int即可得到由广义

坐标表示的动能解析表达式,而式(5)势能和式(8)~(9)广义力的计算,需要结合应用数值与符号运算,应用梯形公式和

积分命令int来完成。得到动能和势能的广义坐标表达式后,由式(10)可得到一个常系数线性微分方程组,求解很方便。

3 分析模型的验证

  为了说明本文中提出的计算方法的有效性,下面用一个算例对本文方法和 ABAQUS有限元数值方法的计算结果

进行比较。

3.1 超弹性材料模型

  ABAQUS有限元软件中的超弹性材料模型[19]具有如下特点:(1)材料行为是弹性的;(2)材料行为是各向异性的;
(3)考虑几何非线性效应。本文中选取的ABAQUS/explicit处理方法认为材料是接近不可压缩的(取泊松比为0.475)。

ABAQUS应用应变势能U 来表达材料的应力应变关系。有几种不同的应变势能的模型:多项式模型、Ogden模型、Ar-
ruda-Boycy模型、Marlow 模型和vanderWaals模型等,其中有代表性的多项式模型有 Mooney-Revilin模型、neo-
Hookean模型、简缩多项式模型和Yeoh模型等。多项式形式的应变能是常用的形式之一,可以表达为

U =∑
N

i+j=1
Cij(I1-3)i(I2-3)j+∑

N

i=1

1
Di
(Je1-1)2

式中:U 是应变势能,Je1是弹性体积比,I1和I2是材料中的扭曲度量,N、Cij和Di是材料参数。

  定义超弹性材料的一种方法是向ABAQUS提供实验数据。ABAQUS应用最小二乘法拟合计算材料常数。本文中

图3 梁的有限元模型

Fig.3Thefiniteelementmodelforthebeam

选用以单轴拉伸实验数据为基础的材料模型,详见式(4)。

3.2 计算结果及讨论

  设梁跨长L=1m,梁截面宽B=0.1m,梁截面高 H=
0.1m,材料密度ρ=800kg/m3;式(4)材料模型中材料参数

a=50MPa,b=1.2。有限元模型如图3所示。

  表1为静、动载作用下用本文方法和ABAQUS有限元计算结果的对比,其中p0为荷载峰值,δ1为用本文方法计算

表1跨中位移的计算结果

Table1Analyticalresultsofmidspandisplacements

p0/MPa
δ1/mm

td=0.50std=0.01s 静载

δ2/mm
td=0.50std=0.01s 静载

(δ1-δ2)/δ2/%
td=0.50std=0.01s 静载

0.01 13.9 5.0 7.2 9 5.0 5.3 54.0 0.0 34
0.10 77.7 44.4 45.8 66 36.9 39.7 18.0 20.0 16
0.50 162.0 128.0 99.5 153 120.0 93.4 6.0 7.0 7
1.00 216.0 180.0 133.0 206 172.0 126.0 5.0 5.0 5
5.00 442.0 387.0 260.0 440 387.0 259.0 0.5 0.0 0

10.00 725.0 590.0 370.0 678 585.0 393.0 7.0 0.9 -6
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的跨中位移,δ2为用ABAQUS有限元计算的跨中位移。由表1可见,无论是静载作用下还是动载作用下,当p0≥0.5
MPa时,本文方法的跨中最大位移计算结果与ABAQUS有限元方法的计算结果的误差都不超过7%;在变形较小的情

况下,本文方法与有限元方法的差别较大的原因是端部的应力集中在小变形情况下不可忽略。当p0<0.5MPa时,若
采用梁单元,有限元与本文方法误差很小,但梁单元在变形较大时无法计算。

图4 跨中位移和载荷峰值之间的关系

Fig.4Relationofmidspandisplacement
andpeakvalueoftheload

4 典型爆炸荷载作用下的计算结果

4.1 跨中位移和载荷之间的关系

  定义梁的伸长率为梁中轴线的最大伸长量与中轴线原长之

比,即ε=(L-L0)/L0 ,L0为梁中轴线原长,L为梁在最大变形位

置时中轴线的长度。静、动荷载峰值与跨中位移最大值之间关系

的计算结果见图4,其中参数a=50MPa,密度ρ=800kg/m3。由

图4可知,在静荷载作用下,跨中位移峰值先随荷载峰值的增加

而增加,达到峰值后保持一个较长的平台,然后在伸长率接近1
时出现硬化现象。在两种典型的动荷载作用下,在伸长率小于1
时,荷载峰值随跨中位移峰值的增加而增加。

4.2 动力放大因数

图5 动力放大因数和载荷峰值之间的关系

Fig.5Relationofdynamicmagnification
factorandpeakvalueoftheload

  定义结构动力放大因数Kd为跨中最大动位移ym与最大静位

移ysm之比(静载荷集度与动载荷峰值相同)。图5为结构的动力

放大因数Kd与载荷峰值p0的关系曲线,其中参数a=50MPa,密
度ρ=800kg/m3。图5中动力放大因数Kd的最小值对应于p0=

0.5MPa、最大值对应于ε=1。由图5可见,在实用范围(p0>

0.5MPa,ε<1)内,随载荷的增大,结构的动力放大因数也增大;

短作用时间载荷的动力放大因数由p0=0.5MPa时的1.28增加

到p0=13MPa时的1.69,而长时间载荷的结构的动力放大因数

由p0=0.5MPa时的1.63增加到p0=10MPa时的1.96。

4.3 材料常数a和密度ρ对动力放大因数的影响

  图6(a)给出了材料常数a对载荷峰值p0与动力放大因数Kd

关系曲线的影响规律。由图6(a)可见,在实用范围(p0>0.5
MPa,ε<1)内,材料常数a对短作用时间荷载的动力放大因数影响较小,而对长作用时间荷载的动力放大因数影响较

大,且在相同峰值荷载作用下,Kd随a的增大而减小。图6(b)给出了材料密度ρ对载荷峰值p0 与动力放大因数 Kd关

系曲线的影响规律。由该图6(b)可见,ρ对Kd-p0关系曲线影响很小。

图6 材料常数和材料密度对动力放大因数和载荷峰值曲线的影响

Fig.6EffectsofthematerialconstantaandthematerialdensityρontherelationshipbetweenKdandp0

4.4 典型跨中位移时程曲线

  图7是典型的跨中位移时程曲线,其中参数参数a=50MPa,密度ρ=800kg/m3。从图可知,在两种典型的爆炸荷

载作用下结构位移首先达到最大值,然后随着载荷的减小而减小,在载荷作用结束后进入自由振动。反弹最大位移与正

向最大动力放大因数约为0.6。
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图7 典型跨中位移时程曲线

Fig.7Typicalmidspandisplacement-timecurves

5 结 论

  基于等效体系的分析原理,将两端固定铰支梁的横向和纵向

位移表示为三角级数形式,应用第二类Lagrange方程建立了非线

性大变形材料梁非线性分析方法,同时应用 ABAQUS有限元软

件中的超弹性材料模型进行了验证,并进一步分析了材料性质、

伸长率以及结构动力放大因数与抗力之间的关系,主要结论有:
(1)有限元数值分析结果表明,所提出的非线性弹性大变形材料

梁的等效结构体系分析方法能有效地反映结构的动态响应。(2)

静动力荷载作用下,结构抗力都随结构伸长率的增大而显著提

高。(3)实用范围(p0>0.5MPa,ε<1)内,动力放大因数随载荷

峰值增大而增大。(4)材料密度对动力放大因数等动态特性影响

不大;材料常数a对短作用时间荷载的动力放大因数影响较小,

而对长作用时间荷载的动力放大因数影响较大,且在相同峰值荷

载作用下,动力放大因数随常数a的增大而减小。(5)与线弹性

小变形材料相比,非线性弹性大变形材料具有优良的抗爆特性。
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Blast-resistantpropertiesofbeamsconsistingof
nonlinearelasticlargedeformationmaterials

FANGQin*,DUMao-ling,CHENLi
(EngineeringInstituteofEngineerCorps,PLAUniversityofScienceandTechnology,

Nanjing210007,Jiangsu,China)

Abstract:Materialssuchassteelandreinforcedconcretearefrequentlyusedinblast-resistantstruc-
tures.However,analyticalproceduresforthosestructuresarelimitedtoelasticorelastic-plasticsmall
deformations.Thispaperaimstodiscussthefeasibilityoftheapplicationofnonlinearelasticlargede-
formationmaterialstoblast-resistantstructurestheoretically.Basedontheprincipleoftheequivalent
structuralsystemandtherepresentationofthetransverseandlongitudinaldisplacementsofthebeam
supportedwithimmovablepinnedendsbytriangularseries,asimplifiednonlinearanalyticalmethodis
derivedforthebeamconsistingofnonlinearelasticlargedeformationmaterialsbyLagrange’sequa-
tionsofthesecondkind.TheeffectivenessoftheproposedanalyticalmethodisverifiedbyABAQUS
finiteelementcode,inwhichthenonlinearelasticlargedeformationmaterialsaresimulatedbythehy-
perelasticmodel.Theblast-resistantpropertiesofthebeamsconsistingofthenonlinearelasticmate-
rialsubjectedtothetypicalblastloadsareanalyzed,andthediscussionsabouttherelationshipsamong
thedynamicmagnificationfactor,materialproperty,andtheblastloadaregiven.Theanalyticalre-
sultsshowthattheblastresistanceofthebeamconsistingofnonlinearelasticlargedeformationmate-
rialsismuchbetterthanthatofthebeamconsistingoflinearelasticsmalldeformationmaterials,and
thestructuralblast-resistanceincreasesgreatlywiththeincreasingofthestructuraldeformation.
Keywords:mechanicsofexplosion;nonlinearanalyticalmethod;blastload;beam;nonlinearelastic
material;largedeformation
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