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SH波入射时垂直半空间中双相介质界面
附近圆孔的动力分析

*

齐 辉,折 勇,李宏亮,赵嘉喜
(哈尔滨工程大学建筑工程学院,黑龙江 哈尔滨150001)

  摘要:利用复变函数和Green函数法研究了垂直半空间中双相介质界面附近圆孔对SH波的散射与动

应力集中问题。该问题的解答采用镜像法,首先构造出含有圆孔的直角平面区域出平面问题的Green函数,

然后利用“契合”技术,并根据界面处位移连续性条件将解答归结为具有弱奇异性的第一类Fredholm积分方

程组的求解,结合散射波的衰减特性,直接离散该方程组,把积分方程组转化为线性代数方程组可得到该问题

的数值结果。最后,通过算例分析了圆孔的动应力集中情况。结果表明,与全空间中界面附近圆孔对SH波

的散射相比,由于垂直半空间自由边界的存在,孔边动应力集中系数明显增大;另外,入射波由硬介质(波速

大)进入到软介质(波速小)时,与均匀介质相比,孔边动应力集中更显著,最不利的参数组合,孔边动应力集中

系数几乎提高了一倍,入射波由软介质进入到硬介质时,情况相反。
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  研究界面附近缺陷对弹性波的散射与动应力集中问题,在理论及工程实践中均有十分重要的意义。双相介质界面

及其附近圆孔散射问题的研究,应属非均匀介质研究范畴,是当今固体力学研究的热点之一。这个课题的全空间界面问

题已有成熟的理论和方法[1-4],并成功应用于工程实际中。而以往的研究集中于全空间的界面情况,没有涉及垂直半空

间中的界面情况[5-8]。随着材料科学、海洋工程和抗爆抗震技术的应用和发展,出现了大量的更加复杂界面动态问题,为
弹性波动理论的研究和应用提出了许多新的研究课题[4-10]。原则上讲,数值法能分析各种不规则的界面问题,但是,解
析法在问题本质分析上有着数值法不可替代的作用,而且解析法还可以用于验证数值法的精度。本文中建立求解平面

SH波对垂直半空间中双相介质界面附近圆孔散射与动应力集中的一种分析方法,即利用镜像的办法将垂直半空间中的

双相介质界面问题转化为熟悉的全空间界面“契合”问题,使问题得以求解。作为抗震问题的研究,给出具体算例,并分

析入射波频率、角度和圆孔几何位置以及双相介质组合参数变化对圆孔动应力集中系数的影响。

图1 出平面线源荷载作用的直角区域

Fig.1Theright-angleplanemodel
impactedbyalinesourceforce

1 构造问题的Green函数

  构造的Green函数是一个含有圆孔的均匀、各向同性的

二维平面直角区域,在其水平表面上任意一点承受时间谐和

的出平面线源荷载δ(z-z0)时位移的基本解,如图1所示。

位移函数W(x,y,t)与时间的依赖关系为e-iωt(以下分析均

略去时间谐和因子e-iωt,这并不影响讨论结果)。引入复平

面(z,췍z),其中z=x+iy,췍z=x-iy,介质内位 移 场 满 足

Helmholtz方程

∂2W
∂z∂췍z+k2 W

4 =0 (1)

式中:波数k=ω/cs,ω为位移函数圆频率,cs= μ/ρ为介质

的剪切波速;ρ、μ分别为介质的质量密度和剪切弹性模量。
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  相应的应力表达式在极坐标中的复函数式为

τrz =μ
∂W
∂ze

iθ+∂W∂췍ze
-i( )θ ,   τθz =iμ

∂W
∂ze

iθ-∂W∂췍ze
-i( )θ (2)

边界条件为

Γ1: τxz x= -d=0;   Γ2: τrz r=R=0;   Γ3: τyz y=h=δ(z-z0) (3)

  在上述边界条件约束下,满足控制方程(1)的基本解,应包括两部分运动:出平面线源荷载的扰动和由圆孔所激发的

散射波。

对于出平面线源荷载的扰动,利用“虚设点源”的方法来构造[5]。首先,将直角平面区域对于边界Γ1左延拓为半无

限空间,并在半无限空间水平表面上作用对于边界Γ1对称的出平面线源荷载,此时能满足不含圆形孔洞的直角平面区

域边界应力自由条件。因此,点源在完整的直角平面区域内产生的扰动,入射波场为

G(i)(z,췍z)= i
2μ
[H(1)

0 (k|z-z0|)+H(1)
0 (k|z-z′

0|)] (4)

式中:z0 =x0-d+ih,z′
0 = -x0-d+ih;H(1)

0 为零阶第一类 Hankel函数。

对于由圆孔所激发且自动满足直角平面区域边界应力自由条件的散射波,可利用镜像叠加原理及移动坐标技术构

造为

G(s)= ∑
∞

n= -∞
An H(1)

n (k|z1|) z1
|z1( )|

n

+H(1)
n (k|z2|) z2

|z2( )|
-n

[ +

   (-1)nH(1)
n (k|z3|) z3

|z3( )|
-n

+(-1)nH(1)
n (k|z4|) z4

|z4( )| ]
n

(5)

式中:z1 =z,z2 =z-2ih,z3 =z1+2d,z4 =z2+2d,An(n=0,±1,…)为待定的未知数,由圆孔周边应力自由的边

界条件决定。

由式(4)~(5)可求得入射波G(i)和散射波G(s)产生的孔边应力,利用边界条件τ(t)rz =τ(i)rz +τ(s)rz =0,可得出确定待定

系数An的方程,经整理后为

∑
∞

n= -∞
An췍n =췍   n=0,±1,±2,… (6)

式中

췍n =kμ
2
(Tn1eiθ+Tn2e-iθ),     췍=ik

4
(T1eiθ+T2e-iθ),

T1 = H(1)
1 (k|z-z0|)|z-z0|

z-z0 +H(1)
1 (k|z-z′

0|)|z-z′
0|

z-z′
0
,

T2 = H(1)
1 (k|z-z0|) z-z0

|z-z0|+H(1)
1 (k|z-z′

0|) z-z′
0

|z-z′
0|
,

Tn1 = H(1)
n-1(k|z1|) z1

|z1( )|

n-1

-H(1)
n+1(k|z2|) z2

|z2( )|
-n-1

+

   (-1)nH(1)
n-1(k|z4|) z4

|z4( )|

n-1

-(-1)nH(1)
n+1(k|z3|) z3

|z3( )|
-n-1
,

Tn2 = H(1)
n+1(k|z1|) z1

|z1( )|

n+1

+H(1)
n-1(k|z2|) z2

|z2( )|
-n+1

-

   (-1)nH(1)
n+1(k|z4|) z4

|z4( )|

n+1

+(-1)nH(1)
n-1(k|z3|) z3

|z3( )|
-n+1

  方程两边同乘以e-imθ,并在(-π,π)上积分,有

∑
∞

n= -∞
An췍mn =췍m   m =0,±1,±2,… (7)

式中

췍mn = 1
2π∫

π

-π
췍ne-imθdθ,   췍m = 1

2π∫
π

-π
췍e-imθdθ

式(7)即为决定未知系数An的无穷代数方程组。

对于研究角域(包括直角区域)中的Green函数,最大的问题在于其顶角附近存在的缺陷可能对弹性空间内的应力

场分布有很大的影响,即应力奇异性问题。但本文中采用镜像法求解,将问题转化为求解满足边界条件(3)的半无限空

间(介质中无角点缺陷)中的Green函数,从而避免了直角域角点应力奇异性问题。根据叠加原理,出平面线源荷载的扰

动和由圆孔所激发的散射波组成的总波场也满足直角平面区域边界应力自由条件。此时介质内的总波场,即求解问题
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的Green函数为

G(z,z0)=G(i)(z,z0)+G(s)(z,z0) (8)

2 垂直半空间中双相介质界面附近圆孔对SH波的散射

  SH波对垂直半空间中界面附近圆孔的散射问题(如图2右半区间所示),可视为“契合”问题而加以研究。对于SH
波的入射问题,首先考虑由两个互联的具有不同材料常数且不含圆孔时完整弹性直角区域Ⅰ、Ⅱ构成的半空间。

  由于垂直半空间自由表面以及双相介质界面的存在,很难直接给出介质内的入射波、反射波以及折射波,利用镜像

法可以克服这一难点。如图2所示,左圆孔是右圆孔的镜像,垂直半空间中的界面问题转化为全空间中的界面问题,下
面的求解可按照全空间的界面“契合”问题进行求解。

在直角平面区域Ⅰ内的入射波W (i)表示为

W (i)=W0expik12
[(z-ih)e-i(π-α0)+(췍z+ih)ei(π-α0){ }] (9)

引入复平面(z′,췍z′),z′=z+2d,在全空间中的等效入射波场W (i,e)可表示为

W (i,e)=W0 expik12
[(z-ih)e-i(π-α0)+(췍z+ih)ei(π-α0){ }]+expik12

[(z′ -ih)e-iα0 +(췍z′ +ih)eiα0{ }{ }] (10)

由于y=h处界面的存在,在界面上产生的等效反射波W (r,e)和等效折射波 W (f,e)分别为

W (r,e)=W2 expik12
[(z-ih)ei(π-α0)+(췍z+ih)e-i(π-α0){ }]+expik12

[(z′ -ih)eiα0 +(췍z′ +ih)e-iα0{ }{ }] (11)

W (f,e)=W4 expik22
[(z-ih)e-i(π-α4)+(췍z+ih)ei(π-α4){ }]+expik22

[(z′ -ih)e-iα4 +(췍z′ +ih)eiα4{ }{ }] (12)

式中:W0为入射波的幅值;α0为平面SH波的入射角;ki为介质Ⅰ、Ⅱ中的波数,ki=ω/ci,ci= μi/ρi(i=1,2);α4为界面

处折 射 角,且c1cosα4=c2cosα0;W2 = W0[sinα0 - (μ2/μ1)(c1/c2)sinα4]/[sinα0 + (μ2/μ1)(c1/c2)sinα4];W4 =
2W0sinα0/[sinα0+(μ2/μ1)(c1/c2)sinα4]。

在具有圆形孔洞的直角平面区域Ⅰ中,若满足 y=h和x=-d 处边界应力自由条件,由圆形孔洞产生的散射波

W (s)可以表示为

W (s)= ∑
∞

n= -∞
Bn H(1)

n (k1|z1|) z1
|z1( )|

n

+H(1)
n (k1|z2|) z2

|z2( )|
-n

[ +

   (-1)nH(1)
n (k1|z3|) z3

|z3( )|
-n

+(-1)nH(1)
n (k1|z4|) z4

|z4( )| ]
n

(13)

式中:z1 =z,z2 =z-2ih,z3 =z1+2d,z4 =z2+2d;Bn 为待定的未知系数,由孔边的应力自由条件决定,其解题过程

与Green函数相同。

  根据已得到的等效入射波、等效反射波、等效折射波以及圆孔产生的散射波,可求得相应产生的应力τ (i,e)
θz 、τ (r,e)

θz 、

τ (f,e)
θz 、τ (s)

θz ,利用已求得的Green函数,按照“契合”方法得到垂直半空间中界面附近圆孔对SH波散射的定积分方程。

在这里,由于在两个直角平面区域I和II中构造的Green函数都满足竖直边界应力自由条件,因此只需契合图2所

示全空间的右半空间双相介质。具体做法是:沿y=h界面将双相介质“剖分”为直角平面区域I和II,如图3所示。

图2 双相介质垂直半空间的镜像全空间

Fig.2Imagespaceofbimaterialverticalhalf-space

图3 双相介质界面的契合模型

Fig.3 Conjunctionofbimaterialinterface
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  在直角平面区域I和II的“剖分”面上,总位移和总应力分别为

W (Ⅰ)=W (i,e)+W (r,e)+W (s),   τ(Ⅰ)θz =τ(i,e)θz +τ(r,e)θz (14)

W (Ⅱ)=W (f,e),   τ(Ⅱ)θz =τ(f,e)θz (15)

  现再将“剖分”后的上、下两个半空间“装配”起来,构成SH波对垂直半空间中双相介质界面附近圆孔散射问题的计

算模型。为保证“剖分”界面上的应力平衡与位移连续,需在区域I、II的“剖分”界面上分别施加外力系 f1(z0)e-iωt、

f2(z0)e-iωt,他们是待求的未知量。根据“契合”界面上的连续性条件,可得到决定未知外力系的定解积分方程组。

在“剖面”上的应力连续条件表达为

τ(Ⅰ)θz +f1(z0)=τ(Ⅱ)θz +f2(z0)   z0 =x+ih, x∈ [-d,+∞) (16)

并注意到τ(Ⅰ)θz =τ(Ⅱ)θz ,可得到

f1(z0)=f2(z0) (17)

  在界面上的位移连续条件为

W (Ⅰ)+W (f1)=W (Ⅱ)+W (f2) (18)

并利用W (i,e)+W (r,e)=W (f,e),则

W (s)+W (f1)=W (f2) (19)

式中:W (f1)表示作用于区域Ⅰ剖面的附加外力系f1(z0)在界面任意一点引起的位移场,W (f2)表示作用于区域Ⅱ剖面的

附加外力系f2(z0)在界面任意一点引起的位移场。利用前面求得的适用于本问题的Green函数,并应用式(19),得出定

解积分方程为

∫
(+∞,h)

(-d,h)
f1(z0)[G1(z,z0)+G2(z,z0)]dz0 = -W (s)(z,췍z) (20)

式中:G1(z,z0)和G2(z,z0)分别由式(4)和(8)定义。

上述定解积分方程组是含弱奇异性的第一类Fredholm方程组,其奇异性表现为Green函数的像点与源点重合时,

被积核函数呈对数奇异性。求解该积分方程组的方法多种多样,本文中采用弱奇异积分方程组直接离散法,结合散射波

的衰减特性,把积分方程组转化为线性代数方程组,求解出在一系列离散点上附加外力系f1(z0)和f2(z0)的值。

3 算例及结果分析

  求得代数方程组的附加外力系f1(z0)和f2(z0)后,可进一步计算出圆孔周边的动应力分布

τθz(z,췍z)|r=R =τ(i,e)θz (z,췍z)+τ(r,e)θz (z,췍z)+τ(s)θz (z,췍z)+∫
(+∞,h)

(-d,h)
f1(z0)iμ1

췍g1(z,z0)
췍z eiθ-췍g1(z,z0)

췍췍z e-i[ ]{ }θ dz0(21)

  垂直半空间中双相介质界面附近圆孔的存在将引起动应力集中,其严重程度用动应力集中系数(DSCF)表示。它是

全波在某一点上产生的动应力与入射波在同一点上所产生的动应力之比,表示为

τ*θz =|τθz/τ0| (22)

式中:入射应力最大幅值τ0=|τ(i)rz|=μ1k1W0。

作为算例,给出了垂直半空间中双相介质界面附近圆孔周边动应力集中系数τ*θz的计算结果,见图4~5。讨论界面

附近圆孔周边动应力集中系数随不同波数、入射波角度和不同介质参数及不同圆孔位置的变化情况,参数组合μ*=

μ2/μ1和K*=k2/k1。为了便于分析,将算例中的参数均量纲一化,即取圆孔的半径R*=1.0。

(1)图4(a)给出了垂直半空间双相介质组合参数 K*=1.0时界面附近圆孔对SH波散射的动应力分布。此时,它
恢复为均匀介质,当SH波水平入射(α0=0°)时,孔边动应力集中系数τ*θz的分布与含圆形孔洞的均匀水平半无限空间对

垂直入射SH波的散射结果一致[6]。
(2)图4(c)~(h)给出了波数k1R=0.1、1.0、2.0时,垂直入射与斜入射的SH波引起的孔边动应力集中系数τ*θz的

计算结果。与全空间中界面附近圆孔对SH波的散射相比,由于垂直半空间自由边界的存在,圆孔的动应力集中系数明

显增大,特别是圆孔距离垂直半空间自由边界较近时,圆孔左侧的动应力集中系数明显大于右侧,可见垂直半空间自由

边界对圆孔散射的影响不可忽视。
(3)界面附近圆孔对SH波的散射与动应力集中,不但与波数k1R 有关,而且还与介质组合参数 K* 有关。如图4

(c)~(h)所示,与均匀半无限空间(K*=1.0)中圆孔附近的动应力集中情况相比,当 K*>1.0时,动应力集中系数τ*θz
有显著提高,最不利材料组合时的动应力集中系数τ*θz几乎提高了一倍,可见介质的组合参数 K*对动应力集中系数τ*θz
的影响较大。另外,K*取不同的值表示上下介质的波速不同(K*=k2/k1=c1/c2):当K*>1.0时,表明入射波由硬介

质(波速大)进入到软介质(波速小)时的散射情况;当 K*<1.0时,则相反。
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图4SH波入射时孔边动应力集中系数的分布情况

Fig.4Distributionofthedynamicstressconcentrationfactors
aroundthecircularcavityedgeimpactedbyincidentSH-waves
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  (4)图4(b)给出了μ*=5.0、k1R=0.1时,SH波垂直入射引起的界面附近圆形孔洞周边动应力集中系数τ*θz的计

算结果。此时,相当于上半部分为刚性较大的覆盖,当双相介质的材料组合参数 K*≠1.0时,孔边动应力集中系数τ*θz
提高或减小的幅度较小。

(5)图4(i)~(j)给出了当μ*=0.001这一极端情况下孔边动应力集中系数τ*θz计算结果。柔性覆盖(μ*≪1.0)时,

它相当于一个含有圆形孔洞的直角平面区域对SH波的散射,当SH波垂直入射时,与均匀无限半空间中圆孔附近的动

应力集中情况相比,几乎提高了一倍。
(6)图5(a)给出了SH波垂直入射在不同的材料组合时,圆形孔洞θ=180°处的动应力集中系数τ*θz随圆孔距离界面

深度h的变化规律。对于SH波垂直入射,τ*θz随距离h的增加呈现“周期”性变化,衰减的过程非常缓慢。另外,当 K*

=1.0时 ,τ*θz随h的变化是一水平直线,这与实际是相符的。

  (7)图5(b)给出了SH波垂直人射不同介质组合参数时,圆孔周边上θ=0°处动应力集中系数τ*θz随波数k1R的变化

规律。从图中可以看出,在0.3<k1R<0.6这一范围之内,τ*θz存在最大值;当k1R>0.6时,τ*θz又开始减小;τ*θz的变化整

体趋于脉动减小的趋势。

图5 孔边动应力集中系数

Fig.5Variationofthedynamicstressconcentrationfactors
aroundthecircularcavityedgewiththedifferentparameters
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DynamicanalysisforscatteringofSH-wavebycircularcavities
nearbimaterialinterfacesinaverticalhalf-space

QIHui,SHIYong*,LIHong-liang,ZHAOJia-xi
(CivilEngineeringCollege,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China)

Abstract:ThescatteringofSH-wavebythecircularcavitynearthebimaterialinterfaceinavertical
half-spaceanddynamicstressconcentrationwereexploredbasedonthecomplexfunctionmethodand
theGreen’sfunctionmethod.Thesolutionofthepresentproblemwasgivenbytheimagemethod.
Firstly,asuitableGreen’sfunctionwasconstructed,whichwastheessentialsolutionofdisplacement
fieldforanelasticright-angleplanewithacircularcavitysubjectedtoanti-planeharmoniclinesource
loadingatthehorizontalsurface.Secondly,theconjunctionmethodwasusedtodevelopthescattering
modelofSH-wave,thenaseriesofFredholmintegralequationsofthefirstkindfordeterminingthe
unknownforceswereestablishedthroughthecontinuityconditionsexpressedintermsoftheGreen’s
function.Finally,thedynamicstressconcentrationwasanalyzedbynumericalexamples.Thenumeri-
calexamplesshowthatthedynamicstressconcentrationdependsontheincidentfrequencyandangle
ofSH-wave,thegeometricalpositionofthecircularcavity,andthedifferentmediacombinationpa-
rameters.ComparedwiththescatteringofSH-wavebythecircularcavityinacompletespace,the
freeboundaryoftheverticalhalf-spacehasgreateffectontheincidentplaneSH-waveandthedynamic
stressconcentrationfactorsaroundthecircularcavityaremagnifiedobviouslywhiletheSH-wavedis-
turbsfromarigidmediumtoasoftmedium.
Keywords:solidmechanics;dynamicstressconcentration;Green’sfunction;scatteringofSH-wave;

verticalhalf-space;bimaterialinterface;circularcavity

 * Correspondingauthor:SHIYong
   Telephone:86-451-82543791

E-mailaddress:shiyongerdos@163.com

(责任编辑 丁 峰)

97 第1期      齐 辉等:SH波入射时垂直半空间中双相介质界面附近圆孔的动力分析


