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混凝土材料的动态空腔膨胀理论
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  摘要:采用三段式线性状态方程和考虑拉伸破坏的带剪切饱和的 Mohr-Coulomb屈服准则描述混凝土

材料的本构关系,运用相似变换方法推导出了空腔膨胀动态响应的理论表达式,并运用Runge-Kutta-Felh-
berg数值方法给出了球形空腔动态响应的数值解。结果表明:空腔膨胀压力随空腔膨胀速度和剪切饱和强

度的增加而增加,在空腔膨胀速度较高时,考虑剪切饱和时的空腔膨胀压力明显小于不考虑剪切饱和时的空

腔膨胀压力。
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1 引 言

  混凝土是一种典型的准脆性材料,单轴抗拉强度为单轴抗压强度的约1/10,并且剪切(等效)强度具有压力依赖性

和剪切饱和特性。M.J.Forrestal等[1]采用线性压力-体积应变关系和考虑拉伸破坏的 Mohr-Coulomb屈服准则描述混

凝土材料,给出了混凝土材料的球形空腔膨胀侵彻模型。该模型虽然可以较好地预测弹体低速侵彻混凝土靶的深度,但
存在两点不足:(1)线性压力-体积应变关系是准静态实验结果的近似;(2)没有考虑混凝土材料的剪切饱和。针对上述

不足,本文中将混凝土材料的三段式状态方程[2]简化为三段线性关系来描述混凝土材料的压力-体积应变关系,并采用

考虑拉伸破坏和剪切饱和的 Mohr-Coulomb屈服准则描述混凝土材料的强度特征,给出混凝土材料的动态球形空腔膨

胀理论。

2 响应区域及基本方程

  在低静水压力条件下,混凝土材料易于拉伸破坏,而在动态压缩作用下混凝土材料的响应可以划分为弹性区、过渡

区(在此区域混凝土材料中的孔隙将被压实,因此在本文中将其命名为孔隙压实区)和密实区[2]。根据上述特点,将混凝

图1 空腔膨胀响应区域

Fig.1Responseregionofsphericalcavityexpansion

土球形空腔动态膨胀的响应区域划分为密实区、孔隙压实

区、开裂区、弹性区。如图1所示,假设混凝土球形空腔的初

始半径r=0,以瞬时速度v向外膨胀。如果空腔膨胀的压

力超过初始密实压力,则产生密实区,否则产生孔隙压实区;

同时产生以弹性体积波速向外传播的弹性压缩球面波;在弹

性压缩球面波向外传播的同时,将在其环向产生拉应力,如
果环向拉应力超过单轴抗拉强度,那么空腔周围的混凝土材

料将发生开裂破坏,形成开裂区。随着空腔膨胀速度的增

大,开裂区将逐步缩小,并最终消失[1],此时空腔膨胀的响应

为弹性-孔隙压实-密实响应;后续的数值计算结果表明,当
空腔膨胀的速度达到一定程度后,孔隙压实区也将消失,此
时空腔膨胀的响应为弹性-密实响应。在球对称条件下,Eu-
ler坐标系下空腔动态膨胀的质量和动量守恒方程为

* 收稿日期:2007-06-26;修回日期:2007-11-02
   作者简介:李志康(1971—),男,博士研究生。



ρ
∂v
∂r+2v( )r = - ∂ρ

∂t+v∂ρ∂( )r
∂σr

∂r+ 2r
(σr-σθ)= -ρ

∂v
∂t+v∂v∂( )

ì

î

í

ï
ï

ïï r

(1)

式中:ρ为密度;t为时间;v为质点速度;σr、σθ分别为径向应力和环向应力,取压为正。采用相似变换方法,可以将式(1)

化为常微分方程组,从而可以降低求解偏微分方程组的难度。由于侵彻过程主要是由稳态侵彻部分控制,而稳态侵彻具

有自相似性,因此与稳态侵彻相关的球形空腔动态膨胀也具有自相似性[3],所以采用相似变换方法求解球形空腔膨胀的

动态响应。

  在球形空腔动态膨胀的过程中,涉及到波的传播,在各个响应区域的交界面上必须满足 Hugoniot间断条件。质量

守恒、动量守恒形式的 Hugoniot间断条件为

ρ-(v- -c)=ρ+(v+ -c)

σ- +ρ-v-(v- -c)=σ+ +ρ+v+(v+ -c{ )
(2)

式中:ρ+、ρ-分别为波前和波后介质的密度;v+、v-分别为波前和波后介质的质点速度;c为波阵面速度;σ+、σ-分别为波

前和波后介质中的正应力。

3 混凝土材料的本构关系

3.1 压力-体积应变关系

  采用混凝土材料的三段式状态方程描述其压力-体积应变关系。如图2所示,混凝土材料的三段式状态方程将混凝

土在动载压缩作用下的响应分为三个区域,即弹性区、孔隙压实区(过渡区)和密实区[2],其中弹性区和孔隙压实区为线

性关系,密实区为三次多项式。通过混凝土状态方程实验数据[4]的拟合发现,密实区的三次多项式可以采用线性关系进

行近似。在此条件下,三段式状态方程可表示为

            p=

Kμ p≤pc (3a)

pc+Kc(μ-μc)   pc<p≤pl (3b)

pl+Kl(μ-μp)   p>pl (3c
{ )

式中:体积应变μ=1-ρ0/ρ,ρ0、ρ分别为变形前后的密度;K、Kc、Kl分别为弹性区、孔隙压实区和密实区的体积模量;pc
=f′c/3为初始孔隙压实压力,f′c为单轴抗压强度;pl为初始密实压力;μc为孔隙初始压实的体积应变;μp为初始密实体积

应变。

3.2 开裂与屈服准则

  最大拉应力破坏准则能够很好地描述低静水压力条件下混凝土材料的拉伸破坏,而Tresca和vonMises屈服准则

可以较好地描述混凝土材料在高静水压力条件下的屈服行为[5],即剪切饱和状态。在中等静水压力条件下,虽然剪切强

度与静水压力的关系是非线性的,但非线性并不是很强,可以采用线性关系进行近似[1,5]。因此采用最大拉应力破坏准

则描述低静水压力条件下混凝土材料的开裂,采用图3所示的带剪切饱和的 Mohr-Coulomb屈服准则描述混凝土材料

的屈服行为。开裂与屈服准则的具体表示式为

图2 混凝土材料的状态方程

Fig.2Equationofstateforconcretematerials

图3 带剪切饱和的 Mohr-Coulomb屈服准则

Fig.3 Mohr-Coulombyieldcriterionwithshearsaturation
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式中:f′t为混凝土材料的单轴抗拉强度;p=(σr+2σθ)/3为静水压力;pm为剪切饱和时的临界静水压力;τm为剪切饱和强

度;λ为定义 Mohr-Coulomb屈服准则的材料参数;τ0=[(3-λ)/3]f′c为混凝土材料的粘聚强度。

4 控制方程组与界面条件

4.1 控制方程组的一般形式

  只介绍屈服材料控制方程组的一般形式,弹性区和开裂区的控制方程见文献[3]。

4.1.1 Mohr-Coulomb材料

  令压力-体积应变形式的混凝土状态方程的一般形式为

p=f(μ) (5)

  运用 Mohr-Coulomb屈服准则(4b)和混凝土的状态方程(5),消去式(1)中的σθ、ρ,并引入相似变换和量纲一量

ξ=r/(ct)

S=σr/f′
c, U =v/c, T=τ0/f′{

c

(6)

可得 Mohr-Coulomb材料量纲一控制方程组的一般形式
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式中:κ=6/(3+2λ);f′(μ)=dp/dμ;ϕ=c/cY,c为响应区域内侧的界面速度,cY= f′c/ρ0。

4.1.2 剪切饱和材料

  剪切饱和混凝土材料的屈服准则由式(4c)描述。由式(4b)、(4c)和(7)可以看出,只要取λ=0、τ0=τm、T=Tm(Tm=

τm/f′c),就可由式(7)得到剪切饱和材料的量纲一控制方程的一般形式
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4.2 界面条件的一般形式

图4 界面条件示意图

Fig.4Schematicdiagramshowinginterfaceconditions

  如图4所示,响应区域Ⅰ内侧边界上、响应区域Ⅱ外侧

边界上的量纲一径向应力和质点速度分别为

S+ =σ+/f′
c, U+ =v/cⅠ

S- =σ-/f′
c, U- =v/c{

Ⅱ

(9)

  由式(2)、(9),可得量纲一界面条件的一般形式

S- =S+ +ϑ2 1-U+

1-μ( )
+

2
(μ- -μ+)
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式中:ϑ=cⅠ/cY;Ψ=cⅠ/cⅡ;μ+、μ-为界面两侧的体积应变,

在屈服区域可根据混凝土材料的状态方程(3b)、(3c)确定每

个屈服响应区域内外侧边界上的体积应变。
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5 数值求解及结果

5.1 数值求解方法

  混凝土的临界剪切饱和压力一般不会超过初始密实压力[2,5],因此整个密实区的材料为剪切饱和材料。孔隙压实区

则划分为两个子区域,即剪切饱和孔隙压实区和未剪切饱和孔隙压实区。将式(3c)代入式(8),式(3b)分别代入式(8)和
(7),即可得到密实区、剪切饱和孔隙压实区和未剪切饱和孔隙压实区的控制方程组。上述响应区域的控制方程组不存

在解析解,只能采用数值方法求解。运用 Mohr-Coulomb屈服准则式(4b)和剪切饱和屈服准则式(4c),可得未剪切饱和

孔隙压实区内外侧、剪切饱和孔隙压实区内外侧、密实区外侧的边界条件分别为

S3′+ =S3′ ξ3′ =1=pm/f′
c+2Tm/3

S2- =S3′ ξ3′ =χ′ =1

S3+ =S3 ξ3=1=pl/f′
c+2Tm/3

S3′- =S3 ξ3=χ=pm/f′
c+2Tm/3

S3- =S4 ξ4=ζ=pl/f′
c+2Tm/
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  另外在空腔表面上,满足边界条件

Uc =1 (12)

  Runge-Kutta-Felhberg是一种改进的Runge-Kutta微分方程数值求解方法,既可保证求解的精度,又具有速度快、稳
定性好等优点,适合于大多数微分方程的数值求解[6],因此密实区与孔隙压实区的控制方程组采用Runge-Kutta-Felh-
berg数值方法进行求解。由于屈服区域的控制方程和界面条件都包含未知量即响应区域内侧的界面速度,不能采用数

值方法直接求解,但弹性区和开裂区存在解析解,并且在开裂区存在和消失的情况下,开裂区内侧界面上和弹性区内侧

界面上的量纲一径向应力、质点速度均为α(见图1)的函数[3]。因此只能采用试算法进行求解。具体求解步骤为:
(1)给定α,并根据弹性区或开裂区的解析解[3]计算S2+、U2+;
(2)运用式(10)计算S2-、U2-,调用Runge-Kutta-Felhberg数值函数求解未剪切饱和孔隙压实区响应;
(3)如果满足边界条件(12)和p ξ′3=1≤pm,输出空腔表面压力,否则输出S3′+、U3′+;
(4)运用式(10)计算S3′-、U3′-,调用Runge-Kutta-Felhberg数值函数求解剪切饱和孔隙压实区响应;如果C3′≥C2,

令C3′=C2;
(5)如果满足边界条件(12)和p ξ3=1≤pl,输出空腔表面压力,否则输出S3+、U3+;
(6)运用式(10)计算S3-、U3-,调用Runge-Kutta-Felhberg数值函数求解密实区响应;如果C3≥C2,令C3=C2;
(7)输出空腔表面压力,并返回步骤(1)。

5.2 数值结果与讨论

  根据文献[1,4,7-8]并参考混凝土三段式状态方程参数的确定方法[2],确定混凝土材料参数:ρ0=2.260t/m3,f′c=
51MPa,f′t=5MPa,μc=0.0013,pl=800MPa,μp=0.11,ν=0.22,Kl=52.8GPa,λ=0.67。分别进行了不考虑剪切饱

和,剪切饱和强度τm分别为6f′c、8f′c和10f′c时空腔表面径向应力的数值计算,计算结果如图5~7所示。图5为不考虑

图5 不考虑剪切饱和时界面速度与空腔膨胀速度的关系

Fig.5Interfacevelocityvscavityexpansionvelocity
withoutconsideringshearsaturation

图6τm=8f′c时界面速度与空腔膨胀速度的关系

Fig.6Interfacevelocityvscavityexpansion

velocityincaseofτm=8f′c
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图7 不同剪切饱和强度下空腔表面径向应力

与膨胀速度的关系

Fig.7Radialstressatthecavitysurfacevscavity
expansionvelocityatdifferentshear-saturationlevels

剪切饱和时空腔膨胀速度与界面速度的关系,图6为τm=
8f′c时空腔膨胀速度与界面速度的关系(其他与此类似),图

7为空腔表面径向应力与空腔膨胀速度的关系。

  从图5~6可以看出:(1)各个界面速度都随着空腔膨胀

速度的增大而增大。(2)在不考虑剪切饱和的情况下,在空

腔膨胀速度较低(小于430m/s)时,空腔膨胀的响应区域包

括弹性区、开裂区和孔隙压实区,随着空腔膨胀速度的增大

(大于430m/s),出现密实区;在考虑剪切饱和的情况下,在
空腔膨胀速度较低(小于307m/s)时,空腔膨胀的响应区域

包括弹性区、开裂区和未剪切饱和孔隙压实区,随着空腔膨

胀速度的增大(大于307m/s),相继出现剪切饱和孔隙压实

区(空腔膨胀速度大于307m/s)和密实区(空腔膨胀速度大

于432m/s),并且考虑剪切饱和与不考虑剪切饱和两种情

况下,密实区出现的空腔膨胀速度几乎相等。(3)在不考虑

剪切饱和的情况下,随着空腔膨胀速度的增大,开裂区(空腔

膨胀速度大于430m/s)、孔隙压实区(空腔膨胀速度大于

1107m/s)相继消失,此时空腔膨胀的响应区域只包括弹性区和密实区;在考虑剪切饱和的情况下,随着空腔膨胀速度

的增大,开裂区(空腔膨胀速度大于430m/s)、剪切饱和孔隙压实区(空腔膨胀速度大于1057m/s)与未剪切饱和孔隙

压实区(空腔膨胀速度大于1113m/s)相继消失,当空腔膨胀速度达到一定程度后,空腔膨胀的响应区域只包括弹性区

和密实区,并且不考虑剪切饱和与考虑剪切饱和两种情况下,开裂区和孔隙压实区消失的空腔膨胀速度几乎相等。

混凝土材料的弹性-开裂-塑性空腔膨胀理论[1]和陶瓷材料的弹性-开裂-压碎空腔膨胀理论[3]也有开裂区消失的现

象。另外,虽然在弹性-密实响应条件下,弹性区内侧界面速度c2几乎成线性增长。但从弹性区的解析解[3]和式(10)不

难看出,不可能出现α≥1(α=c2/c)和Ψ≤1(Ψ=cⅠ/cⅡ,在弹性-密实响应情况下为 Ψ=v/c2)的情况。因此c2不会超过

体积波速c,即随着空腔膨胀速度的增大,c2趋近于体积波速c,所以从理论上讲本文中提出的空腔膨胀理论的适用范围

为空腔膨胀速度v小于体积波速c,但其应用范围还有待探讨。

  从图7可以看出:(1)空腔表面的径向应力随着空腔膨胀速度的增大而增大。(2)空腔膨胀速度较低时(小于450

m/s)时,考虑剪切饱和与不考虑剪切饱和两种情况下,空腔表面的径向应力的差别很小,因此可以采用不考虑剪切饱和

的理论分析结果建立较低侵彻速度下的侵彻方程。(3)空腔膨胀速度较高(大于450m/s)时,随着空腔膨胀速度的增

大,不考虑剪切饱和时,空腔表面的径向应力与考虑剪切饱和时空腔表面径向应力的差别越来越大,因此在侵彻速度较

高的条件下,建立侵彻方程时应考虑混凝土材料的剪切饱和性质。(4)在考虑剪切饱和的情况下,空腔表面的径向应力

随剪切饱和强度的增大而增大。

6 结 论

  采用混凝土材料的三段式状态方程和考虑拉伸破坏并带剪切饱和的 Mohr-Coulomb屈服准则建立了可压缩混凝土

材料的动态球形空腔膨胀理论。动态球形空腔膨胀的数值解表明:(1)随着空腔膨胀速度的增加,开裂区、孔隙压实区

(包括剪切饱和与非剪切饱和两个子区域)相继消失,在空腔膨胀速度达到一定程度后,空腔膨胀的响应为弹性-密实响

应;(2)空腔表面的径向应力随空腔膨胀速度的增加而增加,并且在空腔膨胀速度达到一定程度后,不考虑剪切饱和条件

下的空腔表面的径向应力明显大于考虑剪切饱和条件下空腔表面的径向压力;(3)在考虑剪切饱和的条件下,在空腔膨

胀速度较大的情况下,空腔表面的径向应力随剪切饱和强度的增加而增加;(4)在建立侵彻方程时,当侵彻速度较低时,

可不考虑剪切饱和,但当侵彻速度较高时,必须考虑剪切饱和。
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Abstract:Theconstitutivedescriptionsofconcretematerialsidealizethepressure-volumetricstrainre-
lationshipasthetri-linearequationofstateandidealizetheshearstrength-pressurerelationshipasthe
Mohr-Coulombyieldcriterionconsideringthetensioncutoffandtheshearsaturation.Thedynamicre-
sponseexpressionofthesphericalcavityexpansionisderivedbytheself-similarmethods,andthedy-
namicresponsenumericalsolutionisgivenbytheRunge-Kutta-Felbergmethod.Theresultshows
thatthecavityexpansionpressuresincreasewiththecavityexpansionvelocityandtheshearsaturation
strength,andthecavityexpansionpressuresconsideringtheshearsaturationarelessthanthosewith-
outconsideringtheshearsaturationincaseofthehighcavityexpansionvelocity.
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