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环形激波绕射、反射和聚焦流场的间断有限元模拟
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  摘要:采用间断有限元方法对环形激波在圆柱形激波管内绕射、反射和聚焦流场进行了数值模拟。将二

维守恒方程的间断有限元方法发展到轴对称Euler方程,并对环形激波绕后台阶流动进行了数值计算。计算

结果表明,采用间断有限元方法能够有效地捕捉运动激波在圆柱形激波管内传播的复杂流场结构;在聚焦点

附近,数值解具有较大的梯度变化,表明该方法对间断解具有较强的捕捉能力,在聚焦点附近不会产生振荡或

抹平间断现象。
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1 引 言

  激波聚焦是指在一定条件下激波在其传播方向上发生收敛的行为,由于激波聚焦可以在流场内产生瞬态的高温高

压脉冲,近年来已被广泛应用到某些工业和医学领域[1],因此开展与之相关的研究工作具有重要的理论和实际意义。

  激波聚焦的一种简单实现方法是让平面入射激波在凹形壁面(如半圆形、抛物形)反射,实现聚焦效果。滕宏辉等[2]

的研究表明,环形激波会聚不需要反射物面,具有三维会聚的特点,能产生更好的聚焦效果。S.H.R.Hamid等[3]利用

无膜激波管研究了马赫数为1.5时环形激波在激波管内聚焦的情况,得到了流场中不同时刻的全息干涉条纹和壁面不

同点的压力时程曲线。由于实验测试手段具有局限性,并且费用高昂,人们努力发展经济性好、鲁棒性强,且具有高分辨

率、高精度的数值预测方法。

  目前,对于此类流动的数值模拟方法主要有DCD格式[4]、FVM格式[5]和 WENO格式[6],能够较好地模拟激波聚焦

过程中的复杂流场结构。B.Cockburn等[7-11]提出了一种Runge-Kutta间断有限元方法,实质上是时间和空间一致高阶

精度的高分辨率格式。与其他数值格式相比,该方法最大的优点是无需扩大节点模板即可提高解的精度,便于程序的编

制和计算,并且在间断位置不会降低解的精度。

  本文中在B.Cockburn等[7-11]工作的基础上,将二维双曲守恒方程的间断有限元方法推广到轴对称Euler方程的求

解,并对环形激波在圆柱形激波管内绕射、反射和聚焦流场进行数值模拟。

2 间断有限元方法

2.1 控制方程

  在忽略粘性和热传导效应的假设下,轴对称流动的Euler方程组表示为

∂U/∂t+∂F/∂x+∂G/∂y=S   Ω×(0,T) (1)

式中:U=[ρ,ρu,ρv,E]T,F=[ρu,ρu2+p,ρuv,(E+p)u]T,G=[ρv,ρuv,ρv2+p,(E+p)v]T,S=(-ρv/y)[1,u,v,(E+

p)ρ]T,Ω∈R2,T 是时间变量,ρ是密度,u和v 分别对应于x 和y 方向的速度分量,p是压强,E 是体积的总能量。对于

气体动力学方程,有E=ρe+ρ(u2+v2)/2,e是质量内能;对于理想气体,状态方程为p=(γ-1)ρe,γ是比热比。

2.2 DG空间离散

  数值模拟中,对方程(1)的空间离散形式采用间断有限元格式。设Гh是区域Ω 的一个有限部分,单元K∈Гh,e表示

单元K 的边界,ne,K表示单元K 边界的外法线向量。V(K)是K 上的局部有限元空间,取作Pk次多项式的集合(k≥0)。
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∀t∈ [0,T],在间断有限元空间Vh = {vh ∈L∞(Ω):vh K ∈V(K),∀K ∈Гh}中寻找近似解Uh(X,t),X=(x,y)。

  首先在单元K 上用连续函数v乘方程(1)的两端,并用它的近似解Uh(X,t)∈vh代替方程(1)的精确解U(X,t),用

vh∈Vh代替测试函数v,由Green公式,得

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∑
e∈∂K∫e

f(Uh(X,t))·ne,Kvh(X)dГ-∫K
f(Uh(X,t))·∇vh(X)dΩ=

∫K
S(Uh(X,t))vh(X)dΩ (2)

式中:f(U(X,t))=(F(U(X,t)),G(U(X,t))),对式(2),用数值通量函数he,K(u,v)代替通量f(Uh(X,t))·ne,K,得

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∑
e∈∂K∫e

he,K(X,t)vh(X)dГ-∫K
f(Uh(X,t))·∇vh(X)dΩ=∫K

S(Uh(X,t))vh(X)dΩ (3)

  数值通量函数he,K(u,v)在单元边界(X,t)上的值依赖于近似解在(X,t)上的2个值,1个是从单元 K 内部求得,即

Uh(Xint(K),t)= lim
y→x,y∈K

Uh(y,t),另1个是从单元K 的外部求得,即

Uh(Xext(K),t)=
γh(X,t)     X∈∂Ω
lim

y→x,y∈K
Uh(y,t)   X∉∂{ Ω

  定义数值通量函数he,K(X,t)=he,K(Uh(Xint(K),t),Uh(Xext(K),t)),是Riemann解算器,满足如下条件:(1)相容性,

he,K(u,u)=f(u)·ne,K;(2)单调性,he,K(u,v)对u是非减,对v是非增;(3)全局两点Lipschitz连续性;(4)守恒性

he,K(Uh(Xint(K),t),Uh(Xext(K),t))= -he,K′(Uh(Xint(K′),t),Uh(Xext(K′),t))   K ∩K′=e
  在计算中数值通量取局部Lax-Friedrichs通量

he,K(a,b)= [f(a)·ne,K +f(b)·ne,K -αe,K(b-a)]/2 (4)

式中:αe,K是Jacobi矩阵(∂/∂U)F(Uh(X,t))·ne,K在边界上最大特征值的估计。式(3)中的积分用下面的数值积分代替

∫e
he,K(X,t)vh(X)dΓ≈∑

L

l=1
ωlhe,K(Xel,t)vh(Xel)e (5)

∫K
f(Uh(X,t))·∇vh(X)dΩ≈∑

M

m=1
ωmf(Uh(XKm,t))·∇vh(XKm)K (6)

∫K
S(Uh(X,t))vh(X)dΩ≈∑

M

m=1
ωmS(Uh(XKm,t))vh(XKm)K (7)

将式(5)~(7)代入式(3),最后得到弱表达式

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∑
e∈∂K
∑
L

l=1
ωlhe,K(Xel,t)vh(Xel)e -∑

M

m=1
ωmf(Uh(XKm,t))·∇vh(XKm)K =

∑
M

m=1
ωmS(Uh(XKm,t))vh(XKm)K (8)

  为了方便计算,在单元K 中取正交基函数(如勒让得多项式){ϕ1,ϕ2,…,ϕJ},则质量矩阵成为分块对角矩阵,故有

限元解可以表示为

Uh(X,t)=∑
j
Uj(t)ϕj(X) (9)

  在式(8)中令vh=ϕi,得

∑
j

∂Uj

∂t∫K
ϕj(X)ϕi(X)dΩ+∑

e∈∂K
∑
L

l=1
ωlhe,K(Xel,t)ϕi e -∑

M

m=1
ωmf(Uh(XKm,t))·∇ϕi K =

∑
M

m=1
ωmS(Uh(XKm,t))ϕi K (10)

  设 MK为单元K 的质量矩阵,则∀vh∈Vh,∀K∈Γh,方程(10)可写成ODEs形式

MKdUh(t)/dt=Lh(Uh(t),γh) (11)

2.3 Runge-Kutta时间离散

  对上面所得到的ODEs形式,采用二阶Runge-Kutta时间离散形式,具体步骤如下。

  (1)令U0
h=PVh

(U0),PVh
为L2投影算子。

  (2)对n=0,…,N-1,计算Un+1
h 。首先,令U0

h=Un
h;其次,对i=1,…,k+1,计算中间函数

U(i)
h = ∑

i-1

l=0
αilU(l)

h +βilΔtnLh(U(l)
h ,γh(tn +dlΔtn[ ]))    Δtn =tn+1-tn

  最后,令U(n+1)
h =U(k+1)

h 。关于αil、βil和dl的具体取值可参考文献[10]。
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2.4 斜率限制器

  在高阶情况下,为了提高方法的稳定性,在时间方向的迭代格式中需引入局部斜率限制器,其思路是限制一阶斜

率[9],表达式为

m(a1,…,am)=

a1      a1 ≤MΔx2

sminai    s=sgn(al)= … =sgn(am)

0       
{

otherwise

(12)

对常数 M 取值的详细说明可参考文献[10]。

3 计算结果与分析

图1 计算区域

Fig.1Computationaldomain

  环形激波会聚问题如图1所示,其中R/r=5/4。激波

马赫数 Ma分别为2.0、3.0、4.0和5.0的环形激波从环形

管道中向圆柱形管道传播,初始时刻,波前气体处于静止状

态,圆柱形管道的半径和环形激波的外半径相同。

  图2给出了马赫数为4.0的环形激波从环形管道中向

圆柱形管道传播过程的密度等值线。从图2(a)中可以看

出,当激波进入圆柱形管道后,由于传播截面突然增大,激波

将向中心发生绕射,绕射波在台阶拐角处产生一很强的漩涡,并且在漩涡附近出现了二次激波。此外,在环形管道出口

形成的反射膨胀波几乎落在拐角处而难以向上游传播。当绕射激波到达对称轴时,激波聚焦在对称轴上,在聚焦点附近

形成局部的高温高压区域,而且对称轴附近的反射激波由规则反射转变为马赫反射,见图2(b)。激波在对称轴上发生

马赫反射后,马赫杆受到激波聚焦诱发的强射流冲击作用,再次发生马赫反射,使马赫杆向前凸起呈半球面形状,并且与

原马赫杆相交位置形成三波交点,激波传播区域逐渐缩小,见图2(c)。随着时间的发展,对称轴附近的球面状马赫杆继

续扩大,其前端已经超越了壁面附近的激波,其后方有一个明显的半球形接触间断及漩涡,见图2(d),这种激波结构又

被称为球面双马赫反射[4]。这些流动特征与滕宏辉等[4]得到的结论是一致的,表明本文的模拟结果是有效、可信的。

图2 马赫数为4.0的环形激波流动的密度等值线

Fig.2DensitycontoursoftoroidalshockwavesforMa=4.0

  图3给出了马赫数分别为2.0、3.0、4.0和5.0时,激波在对称轴上聚焦后的密度等值线。从图中可以看出,马赫数

为2.0时,绕射激波经对称轴聚焦以后,其波前很快趋向于平面,并未出现球面双马赫反射;随着马赫数的升高,逐渐开

始出现球面双马赫反射,半球形马赫杆弧线越来越长,波后漩涡的尺寸逐渐增大,而且对波前的扰动效果也更明显。

  图4(a)给出了马赫数为5.0的环形激波在整个流动过程中轴线上各点所能达到的最大压力曲线。图中p/p0代表

轴线各点最大压力p与波前压力p0的比,实线和点线分别代表间断有限元方法和二阶DCD格式[4]的计算结果。从图

中可以看出,除了后台阶到聚焦点附近区域外,二者符合较好。二者的主要差别在于采用间断有限元方法得到的2个有

效聚焦点的p/p0分别为304.6和266.4,采用DCD方法得到的2个有效聚焦点的p/p0分别为228和178。滕宏辉等[2]

在相同的计算模型下对该类问题进行模拟时指出,马赫数为4.8的环形激波在聚焦过程中2个有效聚焦点的p/p0分别

为290.4和208.6。同时,滕宏辉等[4]指出,在其他条件相同的情况下,马赫数的提高可以使聚焦压力以更高的比例提

高,但计算得到的2个有效聚焦点的压力值偏低。由此可知,本文中采用间断有限元方法得到的2个有效聚焦点的压力

值是值得信赖的。

  图4(b)给出了马赫数分别为2.0、3.0、4.0和5.0的环形激波在聚焦后某一时刻轴线各点压力变化曲线,从图中可

以看出,在聚焦点附近,压力变化梯度很大,表明该方法对间断解具有很强的捕捉能力。图4(c)和4(d)分别给出了在整
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个流动过程中轴线各点所能达到的最大压力和最大温度的分布曲线。从图中可以看出,轴对称流动的压力和温度的最

大值是一个极值点,这一点两侧的压力和温度以较大的梯度增加和衰减。此外,当马赫数大于等于3.0时,在后台阶壁

面上还观察到了另一个极值点,而且马赫数越高,激波会聚时产生的压力越大。这些结果可以为实际的工程应用提供理

论参考。

图3 不同马赫数下环形激波流动的密度等值线

Fig.3DensitycontoursoftoroidalshockwavesforMa=2.0,3.0,4.0,5.0

图4 轴线上各点压力和温度分布曲线

Fig.4Distributionsofpressureandtemperaturealongtheaxis

4 结 论

  本文中将二维间断有限元方法发展到轴对称Euler方程组的数值求解,并对环形激波在圆柱形激波管内绕射、反射

和聚焦流场进行了数值模拟。模拟结果表明,该方法不仅能够较准确地捕捉到激波会聚过程中轴线上不同点的最大压

力,而且在聚焦点不会产生振荡或抹平间断现象。该方法具有较高的分辨率,在激波聚焦流场的数值模拟中具有广阔的

应用前景,值得进一步深入研究。
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Abstract:Anumericalsimulationofthetoroidalshockwavemotioninacylindricalshocktubewas
carriedoutusingthediscontinuousfiniteelementmethod,whichwasdevelopedtosolvetheaxisym-
metricEulerequationsbasedontwo-dimensionalconservationlaws.Thecomputedresultsshowthe
complicatedflowfield,whichisformedbyshockpropagatinginthecylindricalshocktube,canbe
capturedefficientlyusingthediscontinuousfiniteelementmethod.Thenumericalsolutionswithsteep
gradientsnearthefocusingpointindicatethediscontinuousfiniteelementmethodhashighresolution
andtherecannotlienumericaloscillationandartificialviscositynearthediscontinuouspoint.
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