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弹性空腔膨胀中边界条件的转换方法
*

唐 廷,王明洋,赵跃堂
(解放军理工大学工程兵工程学院,江苏 南京210007)

  摘要:以弹性空腔膨胀为研究对象,利用速度和应力2种边界条件下运动场势函数相等的原理,运用La-
place变换及其卷积定理,得到了两种边界条件的相互转换关系,建立了球面波运动场中速度场与应力场的转

换关系。以双指数应力时程和正弦指数衰减速度时程为例,研究了球面波运动场转换的特点。结果表明,球
面波上的应力和速度之间不是简单的线性关系,与平面波相比,球面波上的质点速度较小。而影响这种差异

大小的主要因素是波的传播距离和介质中波的传播速度,波传播距离越近,传播速度越快,这种差异越大。
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1 引 言

  在研究球形装药地下爆炸产生的爆炸地震效应时,根据等效荷载理论可将整个非弹性变形区看成

引起弹性区震动的震动源[1],把地下爆炸简化为一个弹性空腔内的膨胀问题,在此基础上可进行地震效

应的理论、数值和试验研究。在进行有限元数值分析时,因为速度加载是施加在节点上的矢量,在球腔

内要进行3个方向上的加载,且各个方向上的值不一样;而压力加载直接施加在单元上,只有法向1个

方向,比速度加载简单得多,所以把速度加载转换为压力加载可降低研究难度。在岩石介质的地下爆炸

试验研究过程中,因为岩石界面上的不平整性,压力传感器测量的应力场数据误差较大,而由粒子速度

测量数据转换得到的应力峰值误差远小于应力直接测量的误差[2],大部分的试验研究以测量速度场为

主[3-4],再利用应力与速度之间的转换关系得到相对准确的应力场数据。

  在经典的弹性波理论中,应力场和速度场存在简单的线性转换关系,σ=ρcpv,其中σ是应力,ρ是介

质密度,cp是纵波的传播速度,v是粒子运动速度。但这种关系的成立建立在一维平面波的假设上,对
于球面波,应力场与速度场之间则有更复杂的关系。通常的处理方法均依赖于复杂的计算,且缺乏通用

性,建立通用的球面波运动场中质点与速度转换关系式对地下爆炸的地震效应研究有重要的意义。本

文中拟对速度场和应力场之间的联系进行讨论,以期得到二者的相互转换公式。

2 基本理论

图1 弹性介质中的空腔膨胀

Fig.1Expansionofasphericalcavity
inelasticmedium

  如图1所示,根据爆炸等效荷载理论和空腔膨胀理论[5],地下爆

炸的爆炸源等效为一个半径为R0的空腔。图1中λ、μ表示周围介

质的 Lame常 数,ρ 表 示 密 度,ν 表 示 泊 松 比;纵 波 速 度 cp=
(λ+2μ)/ρ,横波速度cs= μ/ρ;f(t)代表用速度表示的膨胀荷

载,g(t)代表用压力表示的膨胀荷载。

2.1 应力时程边界条件

  设球腔上的边界条件用应力时程表示为
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σ(t)r=R0 =g(t)   t≥0 (1)

  在式(1)的边界条件和零初始条件下,径向位移的势函数在球坐标系下可以表示为[6]

φ(r,ξ)=-R0

ρ
1
β
1
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0
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2.2 速度时程边界条件

  设球腔上的边界条件用速度时程表示为

v(t)r=R0 =f(t)   t≥0 (3)

  在式(3)的边界条件和零初始条件下,径向位移的势函数在球坐标系下可表示为[7]

φ(r,ξ)=-R2
0

r∫
ξ

0
f(ξ-τ)(1-e-τcp/R0)dτ (4)

2.3 条件转换

  作为同一爆炸源,采用速度边界或应力边界输入在相同的空间内具有相同的运动特征,所以令式

(2)和式(4)的右边相等,有

-R0
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β
1
r∫

ξ

0
g(ξ-τ)e-ατsin(βτ)dτ=-R2

0
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ξ

0
f(ξ-τ)(1-e-τcp/R0)dτ (5)

进行化简,可得

∫
ξ

0
g(ξ-τ)e-ατsin(βτ)dτ=ρβR0∫

ξ

0
f(ξ-τ)(1-e-τcp/R0)dτ (6)

  式(6)两边均为卷积的形式,分别进行Laplace变换,有

L(g(ξ))L(e-αξsin(βξ))=ρβR0L(f(ξ))(1-e-ξcp/R0) (7)
式中:L代表Laplace变换。根据Laplace变换的定义,可得到

L(e-αξsin(βξ))= β
(p+α)2+β2

(8)

L(1-e-ξcp/R0)=1p - R0

pR0+cp=
cp

p(pR0+cp)
(9)

式中:p为复参变量,再把式(8)和式(9)代入式(7),化简后有

L(f(ξ))=
p(pR0+cp)

((p+α)2+β2)ρR0cp
L(g(ξ)) (10)

  又设

L(h1(ξ))=
p(pR0+cp)

((p+α)2+β2)ρR0cp
(11)

则式(11)的原函数为

h1(ξ)=
1

ρR0cp
1
2πi∫
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  运用留数定理进行计算有[8]

h1(ξ)=
1

ρcpR0β
{R0Dirac(ξ)β-[(R0β2+αcp-R0α2)sin(βξ)+β(2R0α-cp)cos(βξ)]e-αξ}

化简后为

h1(ξ)=
Dirac(ξ)

ρcp
-Asin(βξ+B)

ρcpR0β
e-αξ (13)

式中:      A= (R0α2-αcp-R0β2)2+β2(cp-2R0α)2= 2R0ρ μ(λ+2μ),

B=arctan β(cp-2R0α)
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  设               h2(ξ)=
Asin(βξ+B)

ρcpR0β
e-αξ            (14)

  根据卷积定理,有

f(t)=g(t)
ρcp

-∫
t

0
h2(t-τ)g(τ)dτ (15)

  由式(13)~(14)即可完成应力边界条件到速度边界条件的转换。同理也可以得到由速度边界条件

到应力边界条件的转换
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  设
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R0
e-cpξ/R0 +4c

2
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(18)

  根据卷积定理,有      g(t)=ρcpf(t)+∫
t

0
h4(t-τ)f(τ)dτ           (19)

3 计算比较

  下面是一些典型荷载之间的转换,计算参数为:空腔半径R0=1.265m,介质密度ρ=2.7t/m3,泊
松比ν=0.25,纵波速度cp=4.500km/s,横波速度cs=2.598km/s。

3.1 双指数应力边界条件

  取应力边界条件为双指数函数和形式,双指数函数[9]的数学表达式如下

g(t)=kp0(e-at-e-bt) (20)
式中:k为峰值修正因数,p0为脉冲峰值,a和b的值影响脉冲峰值、前沿、半宽等参数,取a=1279,b=
12792,k=1.435时,可以得到一个升压时间为2×10-4s、峰值压力为100MPa的脉冲荷载。

  将以上参数代入式(20)得

g(t)=1.435×108(e-1279t-e-12792t) (21)
式中:g(t)的单位为 MPa,t的单位为s。式(21)表示的脉冲荷载波形如图2所示。

  再把式(21)代入式(15)可得速度边界条件为

f(t)=2.766e-1279t+11.64e-12792t-15.34sin(3354t+1.22)e-2372t (22)
式中:f(t)的单位为m/s,t的单位为s。式(22)表示的脉冲荷载波形见图3。由图2~3可以看出,速度

图2 双指数衰减的压力边界条件

Fig.2Boundaryconditionsforadouble-exponential
decayofstress

图3 压力边界条件对应的速度边界条件

Fig.3Boundaryconditionsofvelocitycorrespondingto
boundaryconditionsofstress
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条件的升压时间小于应力条件的升压时间,与平面波阵面上的关系式σ=ρcpv相比,球面波阵面上的最

大质点速度小约30%。

3.2 正弦指数衰减速度边界条件

  正弦指数衰减速度边界条件的表达式为

f(t)=v0e-ctsin(ωt) (23)
式中:v0为速度量纲常数,c为衰减因数,ω为振动频率。取v0=10m/s,c=1600,ω=5000,有

f(t)=10e-1600tsin(5000t) (24)
式中:f(t)的单位为m/s,t的单位为s。式(24)表示的图形如图4所示。

  把式(23)代入式(19)可以得到

g(t)=5.87×107e-1600tsin(5000t)-2.96×107e-1600tcos(5000t)-
7.5×107e-3557t+10.5×107 (25)

式中:g(t)的单位为 MPa,t的单位为s。图5为式(25)的计算结果,从中可以看出,对应于正弦指数衰

减的速度边界条件,其应力的波动周期与速度波动周期相等。随着时间的发展,应力趋于一极限值,考
虑到爆炸近区的特点,可以理解为残余应力。与平面波相比,相同速度的情况下球面波上的应力较大。
从式(18)可以看出,传播距离R0和介质中的应力波传播速度是影响差异大小的主要因素。传播的距离

R0越大,差异越小,当R0➝∞时,即简化为平面波。波速越快,差异越大。

图4 正弦指数衰减的速度边界条件

Fig.4Boundaryconditionsforasine
exponentialdecayofvelocity

图5 速度边界条件对应的压力边界条件

Fig.5Boundaryconditionsofstresscorrespondingto
boundaryconditionsofvelocity

4 结 论

  利用Laplace变换得到了弹性球面波运动场中速度与应力的转换关系式:(1)应力边界条件到速度

边界条件的转化关系式,f(t)=g(t)/(ρcp)-∫
t

0
h2(t-τ)g(τ)dτ;(2)速度边界条件到应力边界条件的

转化关系式,g(t)=ρcpf(t)+∫
t

0
h4(t-τ)f(τ)dτ。相对于平面波运动场中σ=ρcpv关系,在球面波运动

场中速度与应力关系更复杂;与平面波相比,球面波运动场中速度场的幅值较小,传播距离和介质中的

应力波传播速度是影响差异大小的主要因素。波传播距离越小,传播速度越大,差异越大。
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Transformationofboundaryconditionsofcavityexpansion
inanelasticmedium

TANGTing*,WANGMing-yang,ZHAOYue-tang
(EngineeringInstitute,PLAUniversityofScienceandTechnology,

Nanjing210007,Jiangsu,China)

Abstract:Takingcavityexpansioninanelasticmediumastheobjectofstudy,usingthetheorythat
movementfieldsontheboundaryconditionsofvelocityandstresshavethesamepotential,applying
Laplacetransformationandit’sconvolutiontheorem,transformationbetweentwoboundarycondi-
tionswasobtained,andtransformationbetweenvelocityfieldandstressfieldofthesphericalwave
wasgot.Takingadouble-exponentialdecayofdynamicstressandasineexponentialdecayofvelocity
forexamples,characteristicsofthemovementfieldinthesphericalwavewereanalyzed.Resultsshow
thattheredoesnotlieasimplylinearrelationshipbetweenthestressandvelocityinthespherical
wave.Comparedwiththeplanewave,theparticlevelocityinthesphericalwaveissmaller.Critical
factorsresultinginthesedifferencesarethewavepropagationdistanceandwavevelocityinmedia,the
smallerthewavepropagationdistanceisandthebiggerwavevelocityinmediais,themoredistinct
thesedifferencesare.
Keywords:mechanicsofexplosion;boundarycondition;Laplacetransformation;cavityexpansion;

undergroundexplosion
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