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  摘要:G.H.Miller等把高压金属中的粘性激波作为强间断面处理,解析推论出:在大粘性系数条件下小

扰动激波是不稳定的,物质粘性是导致失稳的因素。本文中针对平面正激波,认为高压金属中的粘性激波的

物理量是连续变化的,利用线性稳定性理论,用数值解推论出:在有粘性条件下小扰动激波都是稳定的,物质

粘性是致稳的因素。指出G.H.Miller等获得错误结论的原因在于:从无粘流动解推出的小扰动边界条件导

致粘性激波小扰动增长。给出实验确定的小扰动速度梯度的边界条件,这样既可以把粘性正激波作为强间断

面处理,也能够保证粘性正激波的稳定性。
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1 引 言

  高温高压条件下的金属粘性对金属冲击行为的影响在近年受到越来越多的关注。目前测量金属粘

性系数广泛采用小扰动激波衰减方法[1-2],它是测量具有一定初始形状的小扰动激波随空间的振幅衰减

过程,与理论分析结果相对照,从而确定某压力条件下的金属粘性系数。这种小扰动激波衰减问题在流

体力学中属激波稳定性问题。G.H.Miller等[1]把高压金属中的粘性激波作为强间断面处理,运用间断

面上的广义Rankine-Hugoniot条件,解析推论出:在小雷诺数(或大粘性系数)条件下小扰动激波是不

稳定的,物质粘性是导致运动失稳的因素。理论结果[1]与众多实验观察到的结果[2]相反,这便引出一个

问题:由理论结果[1]导出的粘性金属中小扰动激波是不稳定的结论[1]是否正确? 本文中力图解决粘性

金属中的激波稳定性问题。这里主要考察平面一维的正激波,并且仍然使用线性稳定性理论。

  首先认为高压金属中的粘性激波的物理量是连续变化的来分析小扰动激波的稳定性,这种方式被

称为连续解分析法。把激波看作连续的流动时,激波阵面没有严格的起止点,激波上的物理量在整个区

域-∞<x<+∞内连续分布。激波的基本流场是一个行波解,其物理量的梯度除了在x→±∞外均不

为0。在此基本流场上叠加一个小扰动,可得到关于扰动物理量的变系数线性常微分方程组,它具有无

穷域上的齐次边界条件。线性稳定性理论经坐标变换成为有限域上的、可由高精度有限差分格式来离

散求解的特征值问题。对通常考察的关于时间模式的稳定性,求解的特征值是复数频率。从高压金属

铝中的激波小扰动分析结果看,粘性金属中的正激波运动是稳定的,并且物质粘性有致稳作用。

  然后采用文献[1]的思路,把高压金属中的粘性激波作为强间断面处理来分析小扰动激波的稳定

性,这种方式被称为间断解分析法。把激波看作一个强间断面,物理量在间断面上有“突跃”。激波基本

流场可以视为间断面前面是常数,间断面后面也是常数,该间断面以一定速度运动。在此基本流场上叠

加一个小扰动,便得到关于扰动物理量的常系数线性偏微分方程组,其边界条件由考虑粘性应力的广义

Rankine-Hugoniot跳跃关系式推出,边界条件包含激波阵面本身的小扰动。文献[1]中只考虑了质量和
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动量的间断,本文中考虑了质量、动量和总能量的间断,并且线性稳定性理论可通过Laplace变换求解。
按文献[1]的思路:由无粘流动的解给出小扰动边界条件,再求解粘性流动方程,从解的结果可以看出激

波小扰动随时间增长,从而得出粘性激波是不稳定的结论。

  最后改进了间断解分析法,给出实验确定的小扰动速度梯度的边界条件,这样既可以把粘性正激波

作为强间断面处理,也能够保证粘性正激波的稳定性。

2 主要假设

  (1)不考虑高温高压条件下金属中的弹塑性及可能出现的相变,激波运动由可压缩非定常粘性流动

的Navier-Stokes方程控制。

  (2)金属的状态方程采用刚性气体状态方程形式

p=(γ-1)ρe+(ρ-ρ0)c20
式中:p是压力,ρ是密度,e是内能,γ是比热比,ρ0 和c0 是标准状态下的密度和声速。大量的实验及

数值计算[3]表明,该状态方程能够充分反映凝聚介质的压缩特性。

3 连续解分析法

3.1 激波运动基本流场控制方程

  在一维空间下,若不计热传导和外力的影响,且假设物质粘性系数μ为常数,并取随激波一起运动

的流场坐标x。并考虑激波流场有如下形式的解

f(x,t)=f
-(x)+ ～f(x,t)

式中:函数f代表物理量ρ、u、p,而f
-

表示基本流场的解,～f 表示小扰动的解。则在忽略高阶小扰动的

条件下,有如下考虑了基本流场和小扰动的激波运动控制方程
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  基本流场的解被认为是上述流动控制方程组在定常状态时的行波解,并假设激波速度大小为D,x
坐标负向为波前,则有基本流场解为
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  积分方程组(2),并用下标“0”表示波前x→-∞的状态,可得激波基本流场的速度分布
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ρ0
+c20。 相应的密度和压力

分布也可以求出。

3.2 激波运动小扰动场控制方程

  由方程组(1)并考虑到成立方程组(2),则有如下小扰动方程组
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  考虑时间模式的稳定性,小扰动量有指数形式的行波解

～f(x,t)=̂f(x)exp(-iωt)
式中:ω=ωr+iωi是复数频率,并被认为是常数,且f̂(x)通常也是复数。复数频率ω的实部ωr 代表扰

动频率,虚部ωi代表时间上的放大率。显然,只有当该复数频率的虚部小于0时,小扰动能被衰减掉,
从而流动是稳定的。

  把指数形式的行波解代入方程式(4),有如下常微分方程组及其边界条件
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ρ̂(x,t)=0,   ̂u(x,t)=0,   ̂p(x,t)=0   x→±∞ (6)

  该变系数线性常微分方程组(5)连同齐次边界条件(6),构成一个特征值问题。解析分析该特征值

问题是困难的,必须采取数值求解的办法。

3.3 小扰动方程组的数值方法

3.3.1 计算域的坐标变换

  为了方便数值求解,这里使用一个坐标变换,将边界条件(6)中的无限的计算区域变成有限的计算

区域。下面的反正切函数形式的坐标变换是合适的

ξ=2arctan(x)/π (7)

  常微分方程组(7)则变成如下矩阵-矢量形式
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  而边界条件(6)相应变成:在ξ→±1时,̂ρ(ξ,t)=0,̂u(ξ,t)=0,̂p(ξ,t)=0。

3.3.2 有限差分格式

  这里采用一个四阶有限差分格式,把区域[-1,1]分为网格宽度为Δl的N 个均匀结点。对第i点

(3≤i≤N-2)的物理量,可以有

d2q
dξ2 i

= 1
12(Δl)2

(-qi+2+16qi+1-30qi+16qi-1-qi-2)

dq
dξ i

= 1
12Δl

(-qi+2+8qi+1-8qi-1+qi-2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(9)

  对第i=2点和第i=N-1点可以有相应离散格式。以上离散结点连同边界条件,产生如下形式的

矩阵特征值问题

Aq
-
=λ(ω)q

- (10)

式中:λ(ω)是包含复数频率的特征值,q
-
=[(̂ρ,̂u,̂p)2,…,(̂ρ,̂u,̂p)i,…,(̂ρ,̂u,̂p)N-1]T 是离散网格结点

上的特征矢量,A是对应离散网格结点上的[3(N-2)]×[3(N-2)]矩阵。

  特征值问题(10)可通过QR方法求解,从而获得网格结点上的[3(N-2)]个特征值ω。

3.4 算例及分析

  这里分析高压条件下金属铝中的正激波稳定性,铝的状态方程参数见文献[3]。

图1 复数频率的实部、虚部的分布

Fig.1Realandimaginarypartsofcomplexfrequencies

图2 复数频率的虚部随粘性系数的变化

Fig.2Effectofviscosityontheimaginarypart
ofthecomplexfrequency

  首先考察激波稳定性的一些主要性质。假设物质粘

性系数μ=5.0kPa·s,并取一个中等强度的激波速度,

Ma=3。计算出的复数频率的实部-虚部的分布如图1
所示,从图中可以看出,这些复数频率在实数轴下方呈

“T”形分布,并且所有复数频率的虚部都有ωi≤0。对ω
i=0,流动被认为是中性稳定的;对ωi<0,流动被认为是

绝对稳定的。因此这里可以认为激波运动是稳定的。

  再考察物质粘性系数对稳定性的影响。取上述激波

速度,计算获得不同物质粘性系数下的复数频率的虚部

的空间变化关系,见图2。由图可知,物质粘性系数对波

前流场的衰减有显著影响,而对波后流场的衰减影响不

大,并且随粘性系数增大,激波流场的小扰动量的衰减加

快,因此粘性有致稳作用。
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4 间断解分析法

4.1 激波阵面上的边界条件

  把激波看作强间断面,设有小扰动的激波阵面的位置为:x=Dt-g(t),其中g(t)为小扰动振幅。
用τ表示粘性应力,则有考虑粘性应力的广义Rankine-Hugoniot条件
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  对基本流场,激波阵面前后均匀分布,Rankine-Hugoniot条件为
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  对有小扰动的激波阵面,考虑到激波流场解和状态方程后,Rankine-Hugoniot条件为

ρ0(D-g
·)=(ρ

-
+ ～ρ)(D-g

·
-u- - ～u)

p
-
+ ～p- ～τ=ρ0(D-g.)(u

-
+ ～u)

p
-
+ ～p-(ρ

-
+ ～ρ-ρ0)c20=

γ-1
2
(p

-
+ ～p- ～τ)ρ

-
+ ～ρ
ρ0

-æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï 1

(13)

  把式(12)代入式(13),可得激波阵面上的小扰动物理量表达式,其中速度为

～u(x,t)=α1g
·(t)-β1∂～u(x,t)/∂x (14)
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4.2 波后流场控制方程

  仍假设基本流场均匀,并采用文献[1]中的推导结果,则有如下常系数线性偏微分方程组
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  耦合求解该方程组后2式,设γp
-
+ρ0c20=ρ

-c-2,对自变量x进行复变量s的Laplace变换:L[～u(x,

t)]=U(s,t),L[～p(x,t)]=P(s,t),则有如下常系数线性常微分方程组
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(16)

  式(16)的特征方程的特征根为:λ1,2=-u
-s+2μ
3ρ
-s2∓ (c-s)2+

2μ
3ρ
-s

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

,λ2 不能保证U(s,t)和P(s,

t)的有界性须舍去。又不失一般性地假设边界条件g
·(0)=0,则有

U(s,t)=aeλ1t+eλ1tβ-αH
G-H∫∂

～u(0,t)
∂x e-λ1tdt (17)
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式中:a 与 初 始 条 件 有 关,α =4μβ1
3ρ

-s - 3ρ
-u-β1+3β2+4μ

3ρ
-

,β =- (ρ
- c-2β1 + u-β2),G =2μ3s +

2μ
3

æ

è
ç

ö

ø
÷s
2

+(ρ
-c-)2,H=2μ3s- 2μ

3
æ

è
ç

ö

ø
÷s
2

+(ρ
-c-)2,β2 类似(14)中的β1。

  由式(17)经过Laplace反变换,则有

～u(x,t)= 12πi∫
σ+i∞

σ-i∞
a+β-αH

G-H∫∂
～u(0,t)
∂x e-λ1tdé

ë
êê

ù

û
úúteλ1t+xsds (18)

  从小扰动速度的解析解式(18)可以看出,在边界x=0处,小扰动速度的梯度∂～u(0,t)/∂x的取值不

合理,可能存在导致小扰动增长的解。

  由文献[1]的思路,求出无粘流动的解,则可推出小扰动速度梯度的边界条件

∂～u(0,t)
∂x =QL-1
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(19)

式中:Q=-g(0)(u
-
+c-)(ρ

-/ρ0-1),δ=2ρ0c0D(ρ
-/ρ0)2/[(γ-1)p

-
+2ρ0c20]。

图3 不同小扰动边界条件下

小扰动速度与粘性系数的变化

Fig.3Perturbationvelocitiesunderdifferentviscosity
coefficientswithdifferentboundaryconditions

  把式(19)代入式(18)中,式(19)中的Laplace反

变换和式(18)中的Laplace变换均数值求解,取图2
中的条件计算得小扰动速度与粘性系数的变化关系,
如图3中曲线1、2、3所示,图中

u* =～u/W,  W =w(u- +c-)(ρ
-c-β+β)

2ρ
-c-

且设g(0)/w=1。从计算结果看,当粘性增大时在激

波阵面x=Dt处的小扰动衰减变小。故把粘性激波

作为强间断面处理时,若给出不合理的边界条件,会得

到粘性激波是不稳定的结论。

5 改进的间断解分析法

  从上面的分析看出,把粘性激波作为强间断面处

理时,必须给定合理的边界处的小扰动 速 度 梯 度

∂～u(0,t)/∂x。这里假设小扰动速度梯度的边界条件

有如下形式的表达式

∂～u(0,t)/∂x=we-nt (20)

  该表达式可由实验结果拟合而成,其中w 和n 是与实验条件相关的常数。

  把式(20)代入式(18),也取图2中的条件,获得小扰动速度与粘性系数的变化关系,如图3中曲线

a、b、c所示。从计算结果看出,小扰动速度是衰减的,且随粘性增大衰减更快。此规律与测量金属铝的

高压粘性系数的化爆实验观察到的现象[2]一致。这说明给定合理的边界处的小扰动速度梯度后,把粘

性激波作为强间断面处理所得到的激波是稳定的。

6 结 论

  通过线性稳定性理论分析后指出:粘性金属中的正激波是稳定的,但如果把粘性激波作为强间断面

处理可能会出现不稳定性,其原因在于控制小扰动激波运动的微分方程组没有合理的小扰动边界条件。
如果给出实验确定的在边界处的小扰动速度的梯度值,这样既可以把粘性正激波作为强间断面处理,也
能够保证粘性正激波的稳定性。
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Stabilityofnormalshockwavesinaviscousmetal
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Abstract:Regardingaviscousshockwaveinahighpressuremetalasastrongdiscontinuity,MillerG
H,etalpointedoutthatalittleperturbationshockwasunstableunderlittleReynoldsnumberor
largeviscosity,andmaterialviscositywasadestabilizedfactor.AimedattheconclusionbyMillerG
H,etal,thelinearstabilitytheorywasadoptedtodiscussthestabilityofnormalshockwavesina
viscousmetal.Regardingaviscousnormalshockwaveinahigh-pressuremetalasacontinuouspro-
file,thispaperpointsoutthatanylittleperturbationshockisstableunderanyReynoldsnumber,and
materialviscosityisastabilizedfactor.TheerrorbyMillerG H,etalwasdemonstratedthatthe
boundaryconditionsfrominviscidsolutionscouldleadtotheincreaseofalittleperturbationshock.
Anexperimentalboundaryconditionwasgiventoguaranteethestabilityofaviscousnormalshock
wave.Soaviscousnormalshockwavecanberegardedasastrongdiscontinuity,anditsstabilitycan
beguaranteed.
Keywords:mechanicsofexplosion;stabilityofshockwaves;linearstabilitytheory;viscousmetal;

materialviscosity;generalizedRankine-Hugoniotcondition
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