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  摘要:采用间断有限元方法、LS方法和通量装配技术相结合,建立了一种计算可压缩多介质流动的有效

方法。计算中以光滑 Heavside函数构造流体比热比和重新初始化方程中的符号距离函数,并采用通量装配

技术抑制界面附近的非物理振荡。为解决可压缩多介质流动提供一种新的手段。
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  多介质流动的数值模拟是当今计算流体力学领域重要的研究课题之一,涉及流体力学、材料科学、核科学、天体力

学、化学以及生物工程等研究领域,如气泡的变形与塌陷、水下爆炸、超高速发射和惯性约束聚变(ICF)等。因此,多介质

流动的研究对理解许多物理现象具有重大的实际意义[1]。

  多介质流动数值模拟研究的重点是运用高精度的计算格式精确地追踪运动界面的位置和构造稳健的界面边界条

件。目前,多介质流体界面运动的模拟方法主要分为2类[2]:界面追踪法和界面捕捉法。前者是用界面质点表征界面并

随流体运动,跟踪界面运动,因而能够准确地模拟界面位置的变化,界面间断处理无数值耗散,但不容易处理界面拓扑结

构的变化;后者易于处理界面拓扑结构的变化,但有数值耗散。理想的鲁棒性强的方法是结合2种方法的优点。

针对多介质流动的特性,已经有许多有效的处理方法。尤其是R.P.Fedkiw等[3]提出的虚拟流体方法,引起了广泛

关注。该方法在处理弱激波与界面的相互作用等问题时取得了非常满意的效果,但在解决强间断问题时会引起非物理

振荡。后来,R.P.Fedkiw[4-6]改进了虚拟流体的构造方法,针对气-液两相高密度比流动问题,用气体的状态确定界面的

压力,液体的流动状态确定界面的速度;根据守恒性构造虚拟流体,能够较好地模拟爆轰和爆燃等强间断问题运动界面

的演化发展。

本文中,在已有研究的基础上,采用间断有限元方法、LS方法和通量装配技术相结合,建立一种计算可压缩多介质

流动的方法。计算中采用光滑 Heavside函数构造流体比热比和符号距离函数,采用通量装配技术抑制界面附近的非物

理振荡,拟为解决可压缩多介质流动提供一种新的手段。

1 数学模型

1.1 控制方程

  忽略粘性影响的条件下,二维Euler方程的守恒形式为

∂U/∂t+∇·F=0   (x,y)∈Ω, t∈ (0,T) (1)

U = (ρ,ρu,ρv,E)T, Fx = (ρu,ρu2+p,ρuv,(E+p)u)T, Fy = (ρv,ρuv,ρv2+p,(E+p)v)T

式中:ρ是密度,u和v分别对应于x 和y方向的速度分量,p是压强,E是体积总能量,E=ρe+ρ(u2+v2)/2,e是质

量内能,γ是比热比,对于理想气体,状态方程为p= γ-( )1 ρe。

1.2 LevelSet方程

  采用LevelSet方法捕捉界面Σ的运动,要求引入LevelSet函数φ,满足

∂φ/∂t+V·∇φ=0 (2)
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φ(x,y,0)=

dmin (x,y)∈Ω
0 (x,y)∈Σ

-dmin (x,y)∉
{

Ω
式中:Ω是Σ 包围的区域(不包含Σ本身),dmin是点 x,( )y 到界面Σ 的最小距离。

1.3 重新初始化方程

  用LevelSet方程求解流体界面最突出的问题是距离特性的保持。当方程以恰当的速度移动零位标,离散求解的φ
可能不再是一个距离函数,因此需要求解一个校正方程使得φ始终保持距离函数性质。在t0时刻,校正值φ满足

∂φ(x,y,τ)/∂τ+S(φ0)(|∇φ|-1)=0 (3)

式中:S(φ0)表示符号距离函数,τ为演化变量。当τ趋于无穷时,φ相对于初值φ(x,y,t0)中LevelSet函数值为0的面

保持距离函数性质,即 ∇φ =1。

2 数值方法

2.1 欧拉方程的离散

  在数值模拟中,对式(1)采用间断有限元格式进行空间离散。设Γh 是区域Ω 的一个有限剖分,单元 K ∈Γh ,nK 表

示单元K 边界的外法向。V(K)是K 上的局部有限元空间,取作Pk 次多项式的集合 (k≥0)。为了寻找近似解Uh(X,

t)(其中X=(x,y)),在单元K 上用连续函数v乘方程(1)的两端,并用它的近似解Uh(X,t)∈V(K)代替方程(1)的精

确解U(X,t),用vh ∈V(K)代替测试函数v。由Green公式,得

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∫∂KF(Uh(X,t))·nKvh(X)dΓ-∫K
F(Uh(X,t))·∇vh(X)dΩ=0 (4)

用数值通量函数hK(X,t)代替F(Uh(X,t))·nK ,得

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∫∂KhK(X,t)vh(X)dΓ-∫K
F(Uh(X,t))·∇vh(X)dΩ=0 (5)

  数值通量是Riemann问题型的,依赖于单元边界两端的流体状态,且满足相容性、单调性、全局2点Lipschitz连续

性和守恒性。符合上述特点的数值通量有多种表达形式,在计算中取局部Lax-Friedrichs通量。方程(5)中的区域积分

和表面积分可以采用高斯积分公式[7]进行计算,最后得到弱表达式

d
dt∫K

Uh(X,t)vh(X)dΩ+∑
∂K
∑
L

l=1
ωlhK(Xl,t)vh(Xl)∂K -∑

M

m=1
ω
-
mF(Uh(Xm,t))·∇vh(Xm)K =0 (6)

  此外,为了方便计算,在单元K 中取正交基函数,则质量矩阵成为分块对角矩阵,故有限元解可以表示为

Uh(X,t)=∑
j=1

Uj(t)ϕj (7)

在式(6)中,令vh =ϕi,得

∑
j

∂Uj

∂t∫K
ϕj(X)ϕi(X)dΩ+∑

∂K
∑
L

l=1
ωlhK(Xl,t)ϕi ∂K -∑

M

m=1
ω
-
mF(Uh(Xm,t))·∇ϕi K =0 (8)

  设 MK 为单元K 的质量矩阵,则 ∀vh ∈Vh,∀K ∈Γh ,方程(8)可写成ODEs形式

MKdUh(K,t)/dt=Lh(Uh(K,t)) (9)

  对上面所得到的常微分方程组的时间离散采用带限制器的3阶Runge-Kutta方法[7]。

2.2 LevelSet方程的求解

  对LevelSet方程,采用SuperbeeTVD格式进行求解,则方程(2)的离散格式为

φn+1
i =φn

i -δtδxmax
(0,V)(φn

i -φn
i-1)+ 12

δt
δxδxmax

(0,V)(c-1)(Sn
i -Sn

i-1)-

δt
δxmin

(0,V)(φn
i+1-φn

i)+ 12
δt
δxδxmin

(0,V)(c+1)(Sn
i+1-Sn

i) (10)

式中:δx=xi+1/2-xi-1/2 ,δt=tn -tn-1 ,c=Vδt/δx,Sn
i =∂φn

i/∂x。

  为了保证上述格式的单调性,并防止在间断处产生伪振荡,需要对梯度Sn
i 加以限制[8]。方程(10)是Superbee-TVD

格式的基本表达式。对于二维情形,可采用分步法进行计算。前半个时间步计算x方向的变化,得到中间值φn+1/2
i ,以此

为初值,在后半个时间步内求解y方向的变化,即得n+1时刻的φn+1
i 。

  对于重新初始化的LevelSet方程(3),用修正的Godunov方法求解。用 WENO方法分别构造左侧和右侧的导数离

散值φ+
x 、φ-

x ,用同样的方法处理φy。时间导数的离散用3阶TVDRunge-Kutta法。

图1 含运动界面的网格单元

Fig.1Gridcellscontaininganinterface
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3 界面处理

  通常情况下,运动界面与网格单元的边界不会完全重合,在1个单元内可

能会包含2种不同的流体。在数值求解过程中,采用的是离散单元中心所代表的那种流体的流动变量,这就相当于将运

动界面拉到单元边界,使原本是任意曲线形状的交界面拉成“台阶”式的直角线(如图1,其中实线代表实际运动界面,圆
圈代表抹平后的运动界面,圆点代表单元中心),出现一定程度的抹平。而且在计算单元边界处的数值通量时,由于界面

两边不同的流体比热比,使数值格式失去守恒性,进而导致界面处的数值振荡。因此,按照文献[9]的方法,采用光滑后

的 Heaviside函数确定含运动界面网格单元内的流体比热比

γ=

γ1 φ<-ε
0.5(1+φ/ε+sin(πφ/ε)/π)) -ε≤φ≤ε
γ2 φ>

{
ε

(11)

图2 通量装配技术示意图

Fig.2Thesimplefixsketchbynumericalfluxes

  流体比热比混合模型的建立要求对传统的LS符号距

离函数进行修正,保证运动界面轮廓的精确和锐利。因此,

方程(3)修改为

∂φ/∂τ=Sε(φ)(1- ∇φ ) (12)

符号距离函数

Sε(φ)=
-1 φ<-ε

φ/ε+sin(πφ/ε)/π -ε≤φ≤ε
1 φ>

{
ε

  此外,为了抑制界面附近的非物理振荡,采用文献[10]

的通量装配技术。如图2所示,设某时刻运动界面位于第i个单元内,在网格界面i-1/2位置放弃格式的守恒性,采用

第i个单元内的数值通量更新fR
i-1/2,采用第i-1个单元内的数值通量更新fLi-1/2,即fR

i-1/2=f(γR),fLi-1/2=f(γL)。

图3t=0.00025时密度、压力、速度和比热比的分布

Fig.3Distributionsofdensity,pressure,velocityandratioofspecificheatsatt=0.00025

4 数值结果与结论
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  为了验证本文方法的有效性,对有解析解的激波管两相流动问题进行计算。计算区域为x∈(0,1),y∈(0,0.25),
计算网格数为200×50。初始间断位于x=0.5处,对应于2种初始条件[2,11]

(ρL,uL,vL,pL,γL)= (2,0,0,9.8×105,1.4), (ρR,uR,vR,pR,γR)= (1,0,0,2.45×105,1.67);
(ρL,uL,vL,pL,γL)= (1,0,0,1,1.4), (ρR,uR,vR,pR,γR)= (0.125,0,0,0.1,1.2)

  计算结果如图3~4所示,其中圆圈代表数值解,实线代表解析解。从模拟结果可以看出,二者吻合较好,在接触间

断和激波位置均未出现明显的压力振荡,且实现简单,是一种求解两相流动的有效方法。

图4t=0.21时密度、压力、速度和比热比的分布

Fig.4Distributionsofdensity,pressure,velocityandratioofspecificheatsatt=0.21
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Abstract:Aneffectivenumericalsolverwasdevelopedforcompressiblemulti-componentfluidflows
bycombiningalevelsetmethodfortheinterfacetracking,aRunge-kuttadiscontinuousfiniteelement
methodforthediscretizationoftheEulerequationsandasimplefixmethodforpreventingspurious
oscillationsneartheinterface.Incalculation,thespecific-heatratiooftheflowandanewsignfunc-
tionweredefinedbyusingasmoothHeavisidefunction.Resultsshowthatthedevelopedmethodis
feasibleforsolvingcompressiblemulti-componentfluidflows.
Keywords:fluidmechanics;movinginterface;discontinuousfiniteelementmethod;multi-component
fluid;LSmethod
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