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脉冲载荷作用下钢梁动力响应及
反常行为的应变率效应

*

席 丰,张 云
(山东建筑大学土木工程学院,山东 济南250101)

  摘要:为了讨论率敏感材料软钢钢梁受矩形脉冲载荷作用下的动力响应问题,通过直接离散有限变形弹

塑性连续体最小加速度原理中的Lee泛函得到基本控制方程,并将包含应变率的Cowper-Symonds方程嵌入

应力-应变关系方程,使该计算模型计及材料的应变率效应,因而能够准确描述钢梁受爆炸和冲击载荷作用下

的动力响应问题。该计算模型的有效性通过与通用有限元程序ABAQUS比较而得到了验证,并进一步与已

有的刚塑性解做了对比。利用该计算模型进行数值计算,分析了均布和集中脉冲载荷作用下钢梁动力响应的

应变率效应,结果发现对于钢梁存在新的异常行为响应模式,应变率导致异常区域偏移和扩大,已有的刚塑性

解在一定载荷强度范围内不能准确预报钢梁的实际位移。
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  受冲击载荷作用下的结构刚塑性动力响应问题,已有了大量研究[1-2],其中最简单有效的模拟与预

测是关于率不敏感材料的小变形理想刚塑性分析理论。对于率敏感材料(如软钢),理想刚塑性模型并

不适用,需要考虑应变率并进行二级效应分析。最早,G.R.Cowper等[3]、S.R.Bodner等[4]和T.C.T.
Ting[5]通过将Cowper-Symonds方程纳入刚塑性模型,实现了对端部受撞击悬臂梁的分析。然而,传统

刚塑性分析方法正面临越来越大的挑战,例如:(1)当计及应变率效应时,即使在小变形的假定下,也不

能得到简单的解析解,大量的数值计算仍然是需要的;(2)由于弹性效应的参与,结构可能发生反常动力

行为[6],而刚塑性模型并不能对此进行准确预测;(3)计及应变率效应,结构反常行为可能更加复杂。因

此,与其进行复杂的刚塑性分析数值计算,不如将各种二级效应如应变率、弹性、大挠度、转动惯性等,都
纳入到计算模型,进行全面、系统的动力响应数值分析。显然,计算机模拟技术的发展,使得这样的数值

计算非常容易实现。在较早期进行的弹塑性数值分析中,将动态屈服应力σd 作为定值替换静态屈服应

力σs 而近似考虑应变率效应,即将响应过程中的应变率作为常数处理。如 M.J.Forrestal等[7]讨论了

钢梁的弹塑性小变形动力响应问题,他们采用的办法是基于N.Perrone[8]的实验观测,即“在小应变时

屈服应力的率敏感度最强,因而当屈服刚开始时动态屈服应力对应变率的依赖性最为显著”,因此提出

一种模态近似方法,将响应分解为初始弹性相和其后的理想塑性相,塑性相的屈服应力由弹性相曲率最

大区段应变率依据Cowper-Symonds方程求得。后来,N.Perrone等[9]又将这一方法发展用于有限变

形情形。显然,这样的近似处理方法虽然简化了计算,但也影响计算结果的精确性。
虽然现在流行的有限元分析程序已经能够将应变率效应纳入分析,实现对许多工程问题的准确模

拟,但发展另外的计算手段仍然是必要的。一方面,多种方法计算结果的互相印证,才能确保数值模拟

的准确性和所得结论的可靠性;另一方面,每一种方法都有自身的特点,目前的有限元程序并不是非常

完善的,如计算结果对于单元数目的较高依赖性、结构弹塑性动力屈曲计算的困难性等。当然,在有限

元技术改进过程中并不排斥其他方法的发展。
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本文中,主要建立钢梁在冲击载荷作用下行为分析的新的计算模型,深入分析多种工况下钢梁动力

响应的应变率效应,检验已有刚塑性解的适用性。通过直接离散有限变形弹塑性连续体最小加速度原

理[10]中的Lee泛函得到基本控制方程,F.Xi等[11]和J.L.Yang等[12]曾经利用这种方法成功地分析了

未计及应变率效应时的结构动力响应问题。本文中的改进之处是将包含应变率的Cowper-Symonds方

程嵌入应力-应变关系方程,使得该计算模型计及材料的应变率效应,因而能够准确描述钢梁受爆炸和

冲击载荷作用下的动力响应问题。

1 计算模型

1.1 基本假定

  考虑等截面两端固支钢梁,跨长为L,受到任意横向动力载荷作用。采用的基本假设为:
(1)平截面假设,并忽略横向剪切效应和剪应力对屈服所产生的影响;
(2)忽略材料的应变强化效应,但应变率效应必须考虑;
(3)忽略梁的平面外弯曲和扭转变形,也不考虑任何阻尼效应。

1.2 基本原理及离散形式控制方程

  基于Lee泛函的有限变形最小加速度原理,已经建立了梁的计算模型[11-12],本文中依然利用这一

途径。原理和主要推导步骤简介如下。
基于Green应变的Lee最小加速度原理可简述为:在所有运动许可的加速度场中,真实的加速度场

使下列Lee泛函J取最小值[10]
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  设梁轴线上点的轴向与横向位移分别为u(x,t)、w(x,t),则各点的位移场为
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  将式(2)代入Green应变表达式,得到如下应变和应变加速度的表达式
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式中:E11为梁轴向的应变,以下用ε表示,并用w,x、w,xx表示∂w
∂x
、∂
2w
∂x2

。

若不计体力,假定梁受到横向均匀分布载荷p(t)和在中央截面(x=L/2)的横向集中载荷P(t)的
共同作用,则将式(2)和(3)代入式(1),可得到梁的泛函J为
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式中:m0=ρA,Iy=∫A0ρz
2dA,ρ、A 分别为材料密度和梁横截面面积。

令

Nx =∫A
σdA,   Mx =-∫A

σzdA,   Lx =∫A
σz2dA (5)

利用梯形公式,可将式(4)和(5)中的积分离散成求和形式,从而可得到离散形式的泛函J的表达式。
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根据Lee最小加速度原理,有
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将离散形式泛函J的表达式代入式(6),得到两端固支钢梁离散形式的动力学控制方程为
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其中
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  式(5)可利用梯形公式进行离散,对于具有横向对称轴的任意形状截面,都可给出相应的离散形式,
如对于宽度为b的矩形截面,离散形式为
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应变分量的离散形式为

ε(i,j)=Ai-jΔzCi+12
(Bi)2 (10)
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图1 应力-应变关系

Fig.1Curvesofrelationship
betweenstressandstrain

  采用理想弹塑性材料模型,并通过Cowper-Symonds方程计及

应变率效应(见图1),则有

Δσ=EΔε σ ≤σs 或卸载时

σq=σs 1+ ε̇q
pæ

è
ç

ö

ø
÷

D

1
é

ë
êê

ù

û
úú

δ

   σ >σs

ì

î

í

ïï

ïï 和加载时
(11)

式中:σs 为静态屈服应力,̇εp 为塑性应变率,D、δ为应变率常数。

  初始条件为

ui=0, ̇ui=0
wi=0, ̇wi={ 0

   i=1,…,n (12)

  至此,得到以各结点的位移ui、wi 表示的两端固支钢梁在横向

冲击载荷作用下的动力计算模型,该模型包含了弹性效应、应变率效

应、横向转动惯性效应和有限变形效应。

1.3 求解程序

  运动方程(7)和几何方程(10)、本构方程(11)以及初始条件(12)耦合在一起,构成了离散形式的受

横向动力载荷作用两端固支钢梁的动力学控制方程组。假定在tq 瞬时,除了üq
i、̈wq

i 其余的量已经全部

确定,则非线性常微分方程组(7)实际上已化为以üq
i、̈wq

i 为未知量的代数方程组,求解容易。利用该瞬

时得到的üq
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i,由对时间的差分技术,可得到下一瞬时tq+1=tq+Δt时中面各点的位移uq+1
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  具体求解步骤为:
(1)赋初值:结构初始状态为满足初始条件(12)的无应力状态,当t0=0时,u0i=w0
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得到ü0i、̈w0
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  (2)由式(13)得到u1i=̈u0i(Δt)2/2,w1
i=̈w0

i(Δt)2/2。

  (3)由式(10)得到ε1(i,j),从而应变增量为Δε1(i,j)=ε1(i,j)-ε0(i,j)。
  (4)在加载早期材料遵守弹性胡克定律,则有Δσ1(i,j)=EΔε1(i,j),进而有σ1(i,j)=σ0(i,j)+
Δσ1(i,j)。
  (5)由式(9)得到(Nx)1i、(Mx)1i、(Lx)1i。

  (6)由式(7)得到ü1i、̈w1
i,进而由式(13)得到u2i、w2

i,从而完成第1轮循环计算。
假如由上述弹性响应循环计算得到uq

i、wq
i,现计算uq+1

i 、wq+1
i 。

(7)由式(10)得到εq(i,j),则Δεq(i,j)=εq(i,j)-εq-1(i,j)。
(8)应力计算需要根据屈服条件判断所处的状态是弹性状态或塑性状态,并考虑应变率效应进行如

下计算:
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(8.1)Δσq(i,j)=EΔεq(i,j),σq(i,j)=σq-1(i,j)+Δσq(i,j)。若 σq(i,j)≤σs,则无塑性应变和塑

性应变率,计算εq
p(i,j)=̇εq

p(i,j)=0;若为卸载,则无塑性应变增量,εq
p(i,j)=εq-1

p (i,j),̇εq
p(i,j)=0;完

成上述任一情形后转入步骤(9),否则进入下一步计算;

(8.2)在塑性加载阶段,若σq>0,由式(11)有σq=σs 1+ ε̇q
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(Δεq-Δεq
p)。当 σq-σ ≤Ω 时,其中Ω 为给定的精度参数,则取σq=σ,并转入下一步,否则则重复上述

迭代过程,直至满足精度条件。若在反向塑性加载阶段,σq<0,则上述迭代过程中σs 应取负值,而σ=
σq-1+E(Δεq+Δεq

p)。
(9)由式(9)得到(Nx)qi、(Mx)qi、(Lx)qi。
(10)由式(7)得到üq

i、̈wq
i,进而由式(13)得到uq+1

i 、wq+1
i ,从而完成第q轮循环计算。

重复上述过程(7)~(10),即可确定钢梁弹塑性动力响应历史。

2 算 例

2.1 均布脉冲载荷作用下应变率效应分析

图2 脉冲载荷

Fig.2Rectangularpulseload

  现利用上述计算模型计算两端固支矩形截面钢梁遭受均布脉冲

载荷作用时的响应,并通过与有限元和刚塑性分析结果的比较,检验

本文中有限差分计算模型的有效性,讨论应变率对于结构动力行为

的影响。软钢梁几何和材料参数为:跨长L=1m,截面高度 H=
0.005m,宽度B=0.01m,密度ρ=7850kg/m3,材料弹性模量E=
205GPa,泊松比ν=0.3,材料静态屈服应力σs=210MPa,截面静

态塑性极限弯矩Mp=BH2σs/4=13.125N·m,钢梁静态极限载荷

pc=16Mp/L2=210N/m,钢梁基本自振周期T=0.038s,应变率常

数D=40.4,δ=5。

  钢梁受到如图2所示的矩形脉冲形式的冲击载荷作用,载荷作

用时间为t0,载荷强度为p0。

在ABAQUS中选取梁单元B21,单元数量与有限差分程序中的相同(80个),采用显式积分算法,
分别计及和忽略应变率效应,可得到钢梁中点挠度-时间历程曲线。

N.Jones[2]给 出 了 冲 击 载 荷 作 用 下 固 支 梁 永 久 位 移 的 计 算 公 式,利 用 冲 量 定 理,有 v0=
p0t0/(ρBH),代入公式后,则可得到忽略和考虑应变率效应的如下刚塑性挠度计算公式。忽略应变率

效应时

wf=H
2 1+3

(pt0)2L2
4ρσsB2H

é

ë
êê

ù

û
úú4
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考虑应变率效应时

wf=H
2 1+3
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  取p0=20kN/m≈95.2pc、t0=0.5ms进行计算比较,图3给出了利用本文中有限差分计算模型、
有限元通用程序ABAQUS分别计算得到的钢梁中点挠度-时间历程曲线,分别记为FD和FE。由上述

刚塑性公式得到的永久位移也画于图3中,记为RP。

  从图3可以看出,当p0=20kN/m、t0=0.5ms时,不计应变率效应情况下,有限差分程序与

ABAQUS所得到的位移历程曲线几乎完全重合,而刚塑性位移与响应后期最小弹性振动位移比较接

近;计及应变率效应情况下,两曲线的平均位移也非常接近,而刚塑性位移则接近于响应后期的最大弹
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性振动位移。因此,本文中有限差分程序计算结果与有限元结果是一致的,刚塑性位移也基本上是准确

的。这3种方法计算结果的互相印证也保证了本文中有限差分计算结果和结论的可靠性。
图3也说明应变率使得钢梁位移减小,平均位移下降幅度为约35%,因此应变率效应不可忽略。

  由响应后期中点残余振动位移历程曲线,可计算平均位移。对于给定载荷作用时间t0=0.5ms,对
应忽略和计及应变率两种情形,可分别得到平均位移-载荷强度关系曲线,如图4所示。作为比较,图4
中也给出了由前述刚塑性公式得到的永久位移-载荷曲线。可以看出,两条刚塑性位移-载荷曲线基本

上为直线,随着载荷强度的增加,二者的分离也越来越大。与两条刚塑性位移-载荷曲线近似为直线比

较,两条平均位移-载荷曲线则出现了剧烈的局部变化:不计应变率情形,在载荷区间(25<p/pc<40)内
出现平均位移为负值,即发生所谓的反常动力行为;在计及应变率情形,这种发生反常行为的区间向右

偏移并进一步扩大(35<p/pc<70),然而,当载荷强度足够大(p/pc>100)时,平均位移与刚塑性位移

比较接近。

图3 梁中点位移历程曲线比较

Fig.3Comparisonbetweentimehistorycurves
ofmid-spandeflection

图4 永久位移-载荷曲线比较

Fig.4Comparisonbetweencurvesof

permanentdeflection-loads

  以上结果说明:(1)应变率使得载荷较大时梁的最终位移下降幅度也较大,而当载荷较小时,则使发

生反常行为的载荷区间扩大;(2)反常行为的发生和区间的扩大,使得已有刚塑性模型和公式不能准确

计算一定载荷范围内的钢梁实际位移,只有当载荷强度足够大时才可应用刚塑性方法。

2.2 中点集中脉冲载荷作用

  现通过上述计算模型计算两端固支矩形截面钢梁遭受中点集中脉冲载荷作用时的响应,并讨论应

变率对于结构反常行为的影响。软钢梁几何和材料参数与节3.1中相同,钢梁静态极限载荷:Pc=
8Mp/L=105N,钢梁仍然受到如图2所示的矩形脉冲形式的爆炸载荷作用,假定载荷作用时间为t0=
5ms,载荷强度为P0。

P.S.Symonds等[6]指出,两端铰支铝合金梁受到脉冲载荷作用时,存在两种反常行为响应模式:
(1)梁的中点挠度在达到最大值之后开始急剧下降,最终位移于载荷方向相反;(2)梁的中点挠度在达到

最大值之后急剧下降直零并反向增长,然后再快速回到正向位置,最终位移于载荷方向一致。G.W.
Ma等[13]讨论了中点集中脉冲载荷作用的情形,并将这种反常行为称为失稳。

  由于铝合金是率不敏感材料,因此,上述两种反常响应模式是在忽略应变率效应的情况下得到的。
对于率敏感材料的钢梁,是否也存在上述的反常行为响应模式? 如图5所示的本文计算结果表明,所述

的两种响应模式确实存在,即图5中相应于载荷分别为1.20kN和1.22kN的两条曲线。然而,除此

之外,由计算结果还发现,当载荷较小时,存在第3种反常行为响应模式,如图5中相应于载荷为

0.65kN的曲线。该模式与第1和第2异常行为不同,挠度响应是在负向维持一段时间后,才开始回到
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图5 梁中点位移历程曲线

Fig.5Timehistoryofdeflectionatmidspanofthebeam

正向位置。造成这个响应模式的原因,是材料粘弹

性特性所引起的响应滞后亦即应变率效应的直接体

现。因此,与铝合金梁的响应不同,计及应变率效应

的钢梁动力行为响应存在3种反常响应模式。

  应变率对于结构行为的影响,可从图6得到,他
们分别给出了忽略或计及应变率效应,钢梁在给定

脉冲载荷作用时间(t0=5ms)情况下,响应后期的

残余振动量纲一最大和最小位移随同量纲一载荷强

度变化的曲线。非常明显,各自图中的两条曲线并

不吻合,而偏差的大小代表应变率影响的程度。两

个图几何特征类似,表明平均位移也具有同样的变

化规律,因此,也反映了永久位移与载荷强度之间的

关系。可以看出:(1)载荷强度较大时,位移-载荷关

系均为直线,但应变率使得位移减小,而且随着载荷

图6 残余振动位移-载荷曲线

Fig.6Relationshipcurvesbetweenresiduedisplacementsanddimensionlessloads

图7 平均位移与载荷作用时间关系曲线

Fig.7Relationshipcurvesbetweenevendisplacements
andloaddurationtime

的增大,应变率效应也增大。(2)载荷强度较小时,
位移-载荷关系不再为直线,而是出现了明显下凹的

区间,预示出现与载荷方向相反的负向永久位移,亦
即反常动力行为发生。应变率效应使得凹区间向右

偏移,而区间的深度和宽度也增大。因此,虽然反常

行为是参数敏感问题,但应变率效应并未使反常行

为消失,而是使反常行为更为严重。

  上述结果和结论都说明应变率对于钢梁的动力

行为具有关键影响,它是率敏感材料结构动力分析

不可忽略的重要因素。
利用本文中计及应变率效应的计算模型,图7

给出了钢梁在脉冲载荷作用下,当载荷强度给定时,
响应后期残余振动阶段平均位移随同载荷作用时间

变化的曲线。可以看出,对于P/Pc=10情形,存在

发生反常动力行为的时间区间(2ms<t0<6ms),
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而当t0≥ts=7ms时,平均位移不在随作用时间增加而增加,该临界时间即为饱和时间,而相应的冲量

Is=P0ts 被称为饱和冲量[14]。对于P/Pc=20情形,则随着载荷作用时间的增加,平均位移也在增加,
反常行为并未发生,而饱和时间则存在,ts=5.5ms。这些结果说明:(1)脉冲载荷作用下的钢梁,存在

反常行为和饱和冲量现象;(2)反常行为只与载荷强度有关,载荷强度很高时,无论载荷作用时间怎样

小,也不发生反常行为;(3)只要塑性变形发生,饱和冲量总是存在。因此,该现象依赖载荷强度和作用

时间2个参数。

3 结 束 语

  以有限变形弹塑性连续体力学的最小加速度原理为基础,建立了两端固支梁在横向均布和集中脉

冲载荷作用下动力响应分析的有限差分计算模型,它包含弹性和大挠度效应,而且由于将包含应变率的

Cowper-Symonds方程嵌入应力-应变关系方程,使得该计算模型能够数值模拟率敏感材料如软钢结构

的动力响应。与有限元通用程序ABAQUS数值结果的比较表明,该计算模型和程序是准确和可靠的。
利用这个计算模型,分别讨论了均匀分布脉冲载荷和集中脉冲载荷作用下钢梁的动力响应问题,重点分

析了应变率对于结构反常行为的影响,所得到的几个结论为:
(1)脉冲载荷作用下,无论是均布载荷,还是集中载荷,应变率效应都导致钢梁永久位移的减小,特

别是当载荷强度很大时,位移降低幅度也大。
(2)两种载荷分别作用下,当载荷强度较大时,载荷-位移关系呈近似线性关系,而当载荷强度较小

时,结构会发生反常行为,从而导致载荷-位移关系不再呈线性,而是出现下凹区间。应变率效应使得下

凹区间向右偏移并扩大,即使结构发生反常行为的最小载荷提高,载荷区间扩大。
(3)均匀分布脉冲载荷作用下,已有刚塑性模型和公式不能准确预测载荷强度较小时的钢梁实际位

移,只有当载荷强度足够大时才可应用刚塑性方法。
(4)脉冲载荷作用下所发生的结构反常行为只与载荷强度有关,载荷作用时间和冲量不是引发反常

行为的充分条件。
(5)脉冲载荷作用下发生塑性变形的钢梁,饱和冲量总是存在,该现象的发生依赖载荷强度和作用

时间两个必要参数。

  英国曼彻斯特大学李庆明博士(DrQ.M.Li)曾经阅读本文初稿并给出有益评论,特此致谢!
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Theeffectsofstrainrateonthedynamicresponseandabnormalbehavior
ofsteelbeamsunderpulseloading*

XIFeng,ZHANGYun
(SchoolofCivilEngineering,ShandongJianzhuUniversity,Jinan250101,Shandong,China)

Abstract:Inordertobetterunderstandthedynamicbehaviorofratesensitivematerialandstructure,

acomputationalmodelforthedynamicresponseanalysisofamildsteelbeamsubjectedtosquare
pulseloadingispresented,whichisderivedthroughdiscretizingdirectlytheLeefunctionaltobeap-
pliedintheminimumprincipleofaccelerationofelastic-plasticcontinuaatfinitedeformation.Since
thestrainratedependentCowper-Symondsequationisintegratedintostress-strainrelationequations,

theeffectsofstrainratecouldbetakenintoaccount,andthedynamicresponseofsteelbeamunder
explosionandimpactloadcouldbepredictedaccurately.Thevalidityofthemodelisverifiedbysimu-
latedresultsfromthegeneral-purposefiniteelementprogramABAQUSandfurthercomparedwith
therigid-plasticsolutions.Basedonnumericalsimulationofthismodel,theeffectofstrainrateon
dynamicresponseofsteelbeamunderuniformlydistributingandconcentratepulseloadsisdiscussed
indetail.Thenumericalresultsshowthatthereisanovelresponsemodeofabnormalbehaviorofthe
steelbeams,theabnormalwindowisshiftedandenlarged,andtheactualpermanentdeflectionof
steelbeamcannotbepredictedbypreviousrigid-plasticmodelincertainrangeofloadmagnitude.
Keywords:solidmechanics;abnormalbehavior;minimumprincipleofacceleration;steelbeam;no-
velresponsemode;strainrate
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