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楔形体入水时域解的复边界元数值分析
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  摘要:基于速度势理论,利用复数变量边界元法对二维楔形体常速入水冲击的时域解进行了数值研究。

以相似解作为数值计算的初始条件,采用时域解射流线性近似处理方法,利用复数变量边界元法进行求解,以
减少计算量和数值误差。深入讨论了扩展坐标系求时域解、射流处理、网格划分和网格更新等关键技术。最

后数值计算了不同斜升角楔形体入水时的自由液面隆起、射流飞溅和压力分布,经与相似解结果作比较,自由

液面隆起轮廓基本吻合,而压力分布更符合实际情况,从而证明了模型及分析方法的正确性。
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  入水冲击问题涉及到航空航天领域中的空投和水上迫降[1],以及船舶与海洋工程领域中的雷弹入

水冲击[2]、海浪砰击甲板、海浪冲击船体与海洋结构物等。入水结构体中楔形体由于结构简单,在入水

冲击问题的理论和数值研究中应用广泛。早在1929年,T.VonKarman[3]基于动量守恒定理分析了楔

形体入水冲击问题,后来V.H.Wagner[4]在T.VonKarman理论的基础上提出了最初的自相似理论。

R.Zhao等[5]利用边界元法求得时域解,为了避免出现数值问题,在计算中剪掉对楔形体运动影响不大

的射流,造成部分流体能量损失。G.X.Wu等[6-7]基于浅水理论求解了楔形体入水问题的相似解,并利

用泰勒展开法求得时域解,然后利用此法对水柱砰击楔形体的射流飞溅做了近似处理。
本文中,以势流理论为基础,以柯西积分为积分方程,利用复边界元法数值求解楔形体常速入水的

时域解,采用一种新的线性化方法处理射流简化处理的能量损耗问题,并着重分析在数值计算中涉及到

的一些关键技术,更深入和全面地分析自由液面和物面缺口的消除方式、滤波和插值方法的实际应用,
最后数值给出不同斜升角楔形体入水时的自由液面隆起、射流飞溅和压力分布。

图1 楔形体入水冲击模型和计算域

Fig.1Sketchmapofawedgewater-entrymodel
andcomputationaldomain

1 数值模型及分析方法

1.1 数值模型

  斜升角为γ的二维对称楔形体常速垂直入水冲

击模型和计算域如图1所示,图中SF 表示自由液

面,SC 表示远方控制面边界。采用静止的笛卡尔坐

标系Oxy,点O 位于楔形体顶点和静水面重合处,
即时间t=0处,x沿静水面向右为正,y轴垂直向上

为正。假设流体不可压缩、无粘性且无旋。则速度

势函数ϕ在流体域Ω 内满足拉普拉斯方程[1-2]

Ñ2ϕ=0 (1)
  在楔形体表面流体介质遵循不可穿越壁面的边

界条件为
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∂ϕ/∂n=vny (2)
式中:v为结构体向下运动的速度(向下为负),n=(nx,ny)=(-sinγ,cosγ)为结构体表面的法向单位向

量,方向由固体域指向流体域。
由于入水冲击持续时间较短,流体重力的影响可以忽略[2,8]。动力学自由液面边界条件始终为大

气压,运动学边界条件为自由液面上的水质点始终处在自由液面上。欧拉形式和拉格朗日形式的边界

条件分别为

∂φ
∂y=∂y∂t+∂φ∂x

∂y
∂x
,   ∂φ∂t+12

ÑφÑφ=0 (3)

dϕ/dt=ÑϕÑϕ/2 (4)
同时,控制面刚性壁的边界条件满足

∂ϕ/∂n=0 (5)

1.2 时域解

  在时域分析中,可以将速度势写成以下形式

ϕ(x,y,t)=vsφ(ξ,η,t) (6)

式中:ξ=x/s,η=y/s为转换坐标,s=∫
t

0
vdτ=vt为楔形体在垂直方向上的位移。由于φ满足拉普拉斯

方程,则拉格朗日形式的自由液面边界条件变为

d(sξ)
dt =vφξ,   

d(sη)
dt =vφη (7)

d(sφ)
dt =v

2
(φ2ξ +φ2η) (8)

  随着计算时间的推移,楔形体实际入水深度增加,相应的计算域在扩大,这与实际物理现象一致。
而在数值分析中,由于涉及到的单元数和单元大小随计算域的变化而变化,不利于进一步数值计算,因
此这里采用扩展坐标系求时域解,由于在 (x,y)和 (ξ,η)下的参数正好是s的倍数,既避免出现微小单

元,也避免了数值计算误差,并且在数值程序上容易实现。

1.3 复数变量边界元法应用

  为求时域解,利用复数边界元法[9]和在扩展坐标系下的复速度势分析入水问题,由柯西积分方程知

f(z0)= 12πi∮F(z)
z-z0

dz (9)

式中:z=ξ+iη为流体边界上的点,z0 为流域内的一点,积分方向为沿流体边界正向。将流体边界划分

为线性单元,则边界的复速度势可以写成每个单元内复速度势的线性逼近组合

F=∑
n

j=1
FjNj(z) (10)

式中:按照逆时针定义节点编号i和j,右边楔形体物面和自由液面的交点编号为 N1,左边物面和自由

液面的交点为N2,左边自由液面和控制面的交点是N3,如图1所示。式(10)中,Nj(z)为线性基函数

Nj(z)=

z-zj-1

zj-zj-1
   z∈Γj-1

z-zj+1

zj-zj+1
   z∈Γj

0      z∉Γj-1 ∪Γ

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

j

(11)

  将Nj(z)依次代入式(9)、(10),然后使z0 逼近边界单元的每一个节点k,则有

∑
n

j=1
AkjFj=0 (12)

式中:当k=j-1,j,j+1时需要利用极限的方法求出Akj
[10]。另外,对于Akj中的复对数利用下式求解
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lnzj+1-zk

zj-1-zk
=lnzj+1-zk

zj-1-zk
+iθ(j+1,j) (13)

式中:θ(j+1,j)为z0 与zj 及zj+i两条直线所夹的中心角,此时z0 即为zk。而Akj的虚部则为两个单元

所夹的内角大小,则公式(13)可写成以下形式[6]

∑
j∈S0
j∈SC

Akjϕj+i∑
j∈SF

Akjψj=-∑
j∈SF

Akjϕj-i∑
j∈SC
j∈S0

Akjψj (14)

式中:右边为自由液面上的速度势与物面上的流函数,都为已知量;另外,控制面和自由液面以及控制面

与物面的交点上的速度势和流函数也都为已知量,都被移动到方程的右边。公式左边是待求物面上的

速度势及自由液面上的流函数。对于对称楔形体,控制面上的流函数可认为始终为零。
为了提高矩阵方程的求解质量,应避免数值发散。计算时,当1≤k≤N1和N2≤k≤N3时,取方

程实部,而当N1≤k≤N2和N3≤k≤N 时,取方程的虚部。每一次求解出自由液面上的速度势和流

函数后,可利用步进法进行下一步的迭代运算,如此循环直至结束。

1.4 时域压力

  在求得每一步边界节点上的速度势和节点坐标之后,物面上的压力分布通过伯努利方程求解

p=-ρϕt-ρ(ϕ2x +ϕ2y)/2 (15)
式中:ϕt 是对时间t的导数,利用解边界值的方法求解。由于采用有限差分法求解各时间步的速度势存

在一定的误差,本文中采用一种新方法以弥补这个缺陷。由于在自由液面上p=0,因此有

ϕt=-(ϕ2x +ϕ2y)/2 (16)

  定义一个类似于复速度势的量w=χ+iω来求解ϕt 的边值问题,将ϕt 写成ϕt=v2χ(ξ,η,t),利用

物面边界条件[11]的特点,则自由液面和物面边界条件变为

χ=-(ϕ2ξ +ϕ2η)/2,   ω=φη (17)

  求解物面压力时,为减小数值误差,对χ和ω 作特殊处理。因为射流处物面上的压力接近于零,可
直接令物面上的χ=-ÑφÑφ/2,而自由液面上的ω仍利用泰勒展开法求解。求出χ后即可用来求物面

上的压力分布和结构体受到的载荷。值得注意的是,求解物面上的∂χ/∂n时需要使用新求解出来的χ 。

1.5 射流处理技术

  入水产生的射流运动速度很快,参数变化剧烈,虽然不会对结构体的运动产生很大的影响,但在数

值求解过程中为了很好地捕捉射流运动,需要在射流上划分足够密的网格,使网格的大小和射流的厚度

相匹配,这就会造成单元尺度变小和单元数量增多,从而提高计算机硬件的要求。而且当物面节点和射

流上的节点离得太近时,还需要对射流进行特殊的处理[7-8],以避免由病态方程引起的数值误差。
设 (zk,zk+1)为自由液面上的一个单元,由线性插值基函数获得 (ξk,ηk)节点,然后做垂直于物面

的垂线与物面单元 (zj,zj+1)相交,因为射流很薄,可以采用线性形式表示物面上的速度势

φ=A+Bξ+Cη (18)
与此同时,过物面上点zj 引垂直于物面的直线交自由液面于点zs,因为物面上速度势沿此垂线的导数

(物面边界条件)和自由液面上的速度势已知,自由液面上节点距物面的距离也已知,因此可将自由液面

上的速度势在物面交点进行泰勒展开,即可求出物面上的速度势

φj=φs+ (xs-xj)2+(ys-yj)2
∂φj

∂n
(19)

  在单元 (zk,zk+1)上,进一步有

ϕk=A+Bξk+Cηk,   ϕk+1=A+Bξk+1+Cηk+1 (20)

  根据物面边界条件和速度势的线性表达式,得到

-B(ηj+1-ηj)+C(ξj+1-ξj)=-(ηj+1-ηj) (21)

  将式(21)代入式(20),整理得
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B=
(ϕk+1-ϕk)+(ηk+1-ηk)
(ξk+1-ηk)+tanβ(ηk+1-ηk)

,   C=Btanβ-1 (22)

  同样,根据物面边界条件将自由液面上的流函数写为

ψ=D-Cξ+Bη (23)

  进一步,得到D 在物面上的表达式

D=ψj+Cξj-Bηj (24)

  然后,可得到自由液面上的流函数

ψk=D-Cξk+Bηk (25)

  为实时更新自由液面,在迭代过程中需实时获得射流上的流函数和速度势值,以上方法可以满足要

求,极大地减少计算量,并且不会出现病态矩阵产生数值误差累计。在数值计算过程中,单元或长或短

会造成相邻单元尺度不匹配的锯齿波[10],射流上的点也可能会穿透物面使数值程序无法进行下去[11],
为了解决这些问题,本文中采用三次样条插值[13]和网格更新技术[14]对自由液面单元进行重新划分。

2 数值算例

  初始条件设定:数值计算的前提条件与文献[5]相同,在计算中给定入水的初始位移s(即相似解[4]

中的vt),然后代入相似解再求时域解。数值测试分析表明,如果初始位移s值取在10-5~10-4m之

间,数值结果无明显差异,因此取s=10-5m。为了保证数值迭代的每一步中,流体质点运动距离不超

过射流处单元大小的一半,应尽量减小时间步长。值得注意的是,对小斜升角需要使用更小的时间步

长,以避免在数值计算过程中自由液面的流体单元穿透物面。
边界元网格划分:数值算例中的控制体取[±max(10,10/tanγi),-10]。在靠近结构体的自由液面

上均匀划分网格,远离结构体的自由液面网格大小按等比数列依次递增;在物面上均匀划分网格,且网

格大小和自由液面上射流处的网格大小保持一致。在划分网格时保持相邻单元比例接近1,这样可以

避免数值发散。控制面上的网格大小保持为物面单元的5倍左右。经过数值测试分析可知,物面上和

射流处单元大小取0.04~0.05时会节省内存,同时也能达到预期精度,因此本文中网格大小取0.04。
分别对斜升角为20°~80°的楔形体入水冲击进行数值计算,并对时域解与文献[5]中的相似解进行

对比,其中液面隆起和射流飞溅轮廓线的对比如图2所示。从图2中可以看出,时域解和相似解曲线自

图2 时域解和相似解的自由液面隆起轮廓对比

Fig.2Comparisonofsimilaritysolutionwithtimedomainsolutionofthewaveprofileoffreesurface
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由液面轮廓线重合得很好。由于本文中采用射流线性近似处理方法,在数值计算中不需要计算射流上

的流函数和速度势,因此较大地提高了数值计算效率。

  由于数值计算中射流处的压力可以精确为零,可以避免物面压力出现严重的震荡现象,并且不需要

将部分射流剪掉,因此求出的压力分布更合理,图3所示为的楔形体表面归一化压力p/ρv2 分布。楔形

体入水冲击的特性与斜升角有很大关系,当斜升角很小时物面上的压力很大,压力呈现中凸,这是由气

垫效应引起的[2],同时射流飞溅很细很长;而斜升角大的入水情况,楔形体物面压力明显减小,出现中凹

现象,射流飞溅又钝又短。

图3 时域解和相似解的物面压力分布对比

Fig.3Comparisonofsimilaritysolutionwithtimedomainsolutionofthepressuredistribution

3 结 束 语

  基于速度势理论,建立了对称楔形体垂直入水冲击数值模型,利用复变边界元法,以及射流的近似

处理技术求解了时域解,并将数值分析的时域解与文献的相似解进行对比,结果吻合很好,可为入水问

题分析提供一定的参考。分析结果也表明,无论是大斜升角还是小斜升角情况,采用射流线性处理技术

能更好地模拟射流,而且当射流很长很细时数值程序都可以顺利进行下去;在射流处压力可以精确为

零,不会出现震荡,因此可以得到精确的物面压力分布。入水过程中斜升角对物面压力分布和射流飞溅

的影响很大。数值计算中的时间步长和初始位移的选取、插值方法的应用及网格单元的大小对数值结

果都有影响。
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Numericalanalysisforwaterentryofwedgesbasedon
acomplexvariableboundaryelementmethod*
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(1.CivilAviationFlightUniversityofChina,Guanghan618307,Sichuan,China;

2.SchoolofMarineEngineering,NorthwesternPolytechnicalUniversity,
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Abstract:Thewaterentryproblemofthe2-Dwedgewithaconstantspeedisnumericallyanalyzed
basedonthevelocitypotentialtheory.Anewjetlinearapproximationmethodisincorporatedintothe
complexvariableboundaryelementsolverthatdescribesthejetgeneratedbythewaterentryofwed-
gestonearlysimulatethefreesurfaceshape,jetandpressuredistributionalongthewettedareaofthe
wedgecontour.AndthesametimeCauchyintegraltheoremisusedastheintegrationequation,and
thesimilaritysolutionastheinitialcondition.Someimportantnumericaltechniquesarediscussedin
detailsuchastimemarchingsolution,jettreatment,gridmeshgenerationandthefreesurfacede-
formationupdating.Finally,thepressuredistributionandwaveelevationforthewedgeswithdiffer-
entdeadriseanglesaregotten.Theproposedmethodisvalidatedthroughcomparisonswiththesimi-
laritysolutionandgoodapproximationsarefound.
Keywords:fluidmechanics;complexboundaryelementmethod;waterentryimpact;wedge;jetline-
arapproximation
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