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圆柱壳的塑性膨胀和变形
*
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(北京应用物理与计算数学研究所,北京100094)

  摘要:根据材料不可压缩假设,适当选取材料塑性本构关系,将圆柱壳塑性膨胀运动简化为以圆柱壳内

半径为因变量的常微分方程初值问题。对3种初始内外半径比纯铜厚壁圆柱壳膨胀过程的计算表明,应变率

硬化阻碍圆柱壳的塑性膨胀运动,应变硬化和温度效应的影响可以忽略,而与圆柱壳的厚度无关。

  关键词:固体力学;膨胀;本构关系;圆柱壳;屈服条件

  中图分类号:O344.7   国标学科代码:1301515   文献标志码:A

  受内压载荷作用的圆柱壳是工程中常见的结构物,它的运动形式和应力分布的研究是弹片破碎、炸
药状态方程以及爆炸容器爆裂等课题的基本问题。柱壳在内压载荷下首先经过一个加速阶段,随即进

入塑性流动膨胀状态,最终发生贯穿破裂[1-2]。对于柱壳塑性膨胀过程,除非采用特别形式的本构关系,
否则仅通过柱壳中某质点的运动无法显式表示整个柱壳的膨胀过程,本构关系相关的积分项仍然需要

数值方法求解[3-5]。
本文中,从力学基本方程出发,根据材料不可压缩假设,分析内压载荷下的圆柱壳的运动过程,适当

选取材料塑性本构关系,将圆柱壳塑性膨胀运动简化为以圆柱壳内半径为自变量的常微分方程初值问

题。采用Newmark方法离散常微分方程、Newton-Raphson方法迭代求解离散方程,对纯铜厚壁圆柱

壳的膨胀过程进行计算,考察应变率硬化、应变硬化和温度效应的影响。

1 受内压圆柱壳的塑性膨胀方程

1.1 基本方程

图1 受内压厚壁圆筒

Fig.1 Hollowcylindersubjected
tointernalpressure

  如图1所示,设长度h≫1的圆柱壳的初始内外半径分别为a0 和b0,在内壁受均布压力p 的作用

后,内外半径变为a和b。假定材料塑性不可压缩,在任意时刻t有2πrdrh=2πr0dr0h,其中r为以圆柱

壳轴心为原点的材料质点径向Euler坐标,r0 为与r相应的Lagrange坐标,从而有

r2-r20=a2-a20=b2-b20 (1)

ṙ=ȧa
r
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r -a2̇a2
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柱坐标系下柱壳运动方程为

ρ̈r=∂σr

∂r+σr-σθ

r
(3)

边界条件为

σr r=a =-p(t), σr r=b=0 (4)
式中:ρ为材料密度,σr 和σθ 分别为径向应力和周向应力。

在柱壳塑性膨胀过程中

σr-σθ=-2
3
σy (5)
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式中:σy 为材料的屈服强度。由内半径至外半径积分式(3),并利用材料不可压缩条件和式(4)~(5),
得到圆柱壳塑性膨胀方程

ρäalnf+12ȧ
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式中:f=a/b=a/ a2+b20-a20,为柱壳内外径之比。对于理想塑性材料,σy=σ0,σ0 为材料常数,上式简

化为
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  显然,只要选取适当的材料塑性本构关系,使式(6)右边积分项能够显式积分,圆柱壳塑性膨胀过程

就能简化为以内半径为自变量的常微分方程初值问题,圆柱壳中每个质点的运动都可以通过内壁质点

的运动来表示。

  借鉴文献[6],下面给出不同材料塑性本构关系对应的圆柱壳塑性膨胀方程。在推导过程中,需要

采用下述基本关系式:圆柱壳中每个质点只有径向塑性应变率ε̇r≈∂̇r∂r
和环向塑性应变率̇εθ≈ṙ

r
不为零,

因此
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式中:εp 为等效塑性应变,̇εp 为等效塑性应变率。

1.2 与不同塑性本构关系对应的圆柱壳塑性膨胀方程

1.2.1 含应变率效应塑性本构关系

  材料塑性本构关系为

σy=σ0(1+Ḃεm
p) (10)

式中:B 和m 为材料参数,B 是粘性系数。将式(8)和(10)代入式(6),得到对应的圆柱壳塑性膨胀方程
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  材料塑性本构关系为
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式中:̇ε0 是参考塑性因子,β为材料参数。对应的圆柱壳塑性膨胀方程为
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1.2.2 含应变硬化效应塑性本构关系

  材料塑性本构关系为

σy=σ0(1+Hεp) (14)

式中:H 为材料应变硬化系数。利用公式ln(1-x)=-∑
∞

1

xn

n
,由式(9)得到等效塑性应变的级数展开式
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将式(14)~(15)代入式(6),得到对应的圆柱壳塑性膨胀方程
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1.2.3 含应变率效应和应变硬化效应塑性本构关系

  材料塑性本构关系为

σy=σ0(1+Hεp)(1+Ḃεm
p) (17)

对应的圆柱壳塑性膨胀方程为

ρäalnf+12ȧ
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  材料塑性本构关系为
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对应的圆柱壳塑性膨胀方程为
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1.2.4 含温度效应塑性本构关系

  材料塑性本构关系为
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式中:T 为温度,Tm 为材料熔化温度。圆筒高速膨胀过程中,塑性应变产生的塑性功绝大部分转变成

热,所产生的热来不及扩散而在圆筒内表面及附近的局部区域沉积下来,温升近似表达为

Ṫ=κσėεp
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式中:κ为Taylor-Quinney系数,一般取0.9,cV 为材料比定容热容。利用公式(1-x)γ=1+∑
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式中:λ= κσ0
3ρcVTm

,T0 为材料初始温度。将式(22)~(23)代入式(6),得到对应的圆柱壳塑性膨胀方程
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  对于含应变硬化效应的热粘塑性本构关系,如Johnson-Cook本构模型[7]、Zerilli-Armstrong本构

模型[8],圆柱壳塑性膨胀方程式(6)右边积分项不能显式积分,必须采用数值方法求解。
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2 算例与结果分析

  圆柱壳塑性膨胀方程采用Newmark方法对时间离散,离散后的代数方程通过Newton-Raphson迭

代进行求解。以式(11)为例,时间离散方程为
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式中:下标n表示上一时刻已知量,下标n+1表示当前时刻的待求量,Δt为时间步长。
对3种初始内外径比厚壁圆柱壳的塑性膨胀过程进行数值计算,考察应变硬化、应变率硬化和热效

应的影响。圆柱壳的初始内半径a0=5.0mm,初始内外径比f0=a0/b0,分别为2/3、1/2、2/5。圆柱壳

材料为纯铜,密度ρ=8960kg/m3,初始屈服强度σ0=0.15GPa,比定容热容cV=383J/(kg·K),初始

温度T0=298K,熔化温度Tm=1356K。

  圆柱壳所受内压均为

p=
300t   0≤t≤0.1
30 0.1<t≤{ 10

式中:p的单位为GPa,t的单位为μs。

  图2~4分别给出了取不同材料粘性系数、不同应变硬化系数、考虑和不考虑温度软化效应时的圆

柱壳内半径时间历程曲线。图2中5条曲线因数据相近,仅能区分3条;而图3~4中曲线已经重合。
由图可知:应变率硬化阻碍圆柱壳的塑性膨胀运动,而应变硬化和温度效应的影响可以忽略。需要说

明:在10μs时最大的圆柱壳内径已经达到了初始内径的8倍多,在真实情形下圆柱壳在此之前就应破

裂了,本文中模型不能描述圆柱壳破裂之后的情形。

  温度效应对圆柱壳塑性膨胀的影响还可从图5看出。图5分别给出了内半径演化到5个不同尺寸

时圆柱壳中的温度分布,其中圆柱壳的初始内半径a0=5.0mm,初始内外径比f0=a0/b0=2/3。为方

便显示,横坐标采用Lagrange坐标。由图可知:越接近内壁,温升越大;由塑性功引起的温度变化总体

上很小。因此,较小的温升不足以影响壳体的膨胀运动。

图2 粘性系数对圆柱壳膨胀的影响

Fig.2Influenceofviscosityinthedynamicexpansionofahollowcylinder
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图3 应变硬化对圆柱壳膨胀的影响

Fig.3Influenceofstrainhardeninginthedynamicexpansionofahollowcylinder

图4 温度效应对圆柱壳膨胀的影响

Fig.4Influenceofthermalsofteninginthedynamicexpansionofahollowcylinder

图5 圆柱壳中的温度分布

Fig.5Temperaturefieldinahollowcylinder

3 结 束 语

  选取适当的塑性本构关系,利用材料塑性不可压缩条件,将圆柱壳塑性膨胀运动方程简化为以内半

径为自变量的常微分方程初值问题,从而可以采用

较简单的数值方法进行计算。对3种初始内外半径

比纯铜厚壁圆柱壳膨胀过程的计算表明,应变率硬

化阻碍圆柱壳的塑性膨胀运动,应变硬化和温度效

应的影响可以忽略,而与圆柱壳的厚度无关,他们的

贡献或许更多地体现在圆柱壳后期的动态断裂破碎

过程中。
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Theplasticexpansionanddeformationofacylindershell*

ZHOUHong-qiang,ZHANGFeng-guo
(InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100094,China)

Abstract:Assumingthematerialtobeincompressibleandusingappropriateplasticconstitutiverela-
tions,thepartialdifferentialequationsgoverningthedynamicexpansionofacylindershellunderin-
ternalpressurecanbereducedtoanordinarydifferentialequationtakingtheinternalradiusasthede-
pendentvariable.SomemeaningfulresultsaregainedbynumericalanalysisonCu.Thestainrate
hardeningimpedesthedynamicexpansionofthecylindershell,whereastheinfluenceofthestrain
hardeningandthermaleffectscanbeneglected,whichisindependentoftheshellthickness.
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