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轴对称坐标系下含曲率的水平集方程
在非结构网格上的数值方法

*

程俊霞,胡晓棉
(北京应用物理与计算数学研究所,北京 100088)

  摘要:为了在三角形和四边形网格上采用水平集方法模拟轴对称爆轰波阵面与曲率相关的运动,假设爆

轰波阵面的法向速度是曲率的线性函数,通过坐标变换得到了轴对称坐标系下的水平集方程。水平集方程的

曲率无关项采用正格式离散,曲率项采用伽辽金等参有限元方法空间离散,时间离散采用半隐格式。算例表

明,在轴对称三角形网格和四边形网格上,含曲率的水平集方程的离散格式为强一阶精度。给出了三角形和

四边形混合网格上不光滑界面以曲率收缩的运动过程,收缩过程未出现不稳定现象。多个爆轰波阵面相互作

用的算例说明本文的格式可有效地模拟曲率相关的爆轰波的相互作用问题
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  与敏感炸药相比,钝感炸药的曲率效应较明显,因此在工程应用中必须考虑钝感炸药的曲率效应。

DSD方法[1]是一种考虑爆轰波曲率效应的工程爆轰流体力学数值方法。本文中基于DSD方法的基本

框架,致力于实现轴对称几何中曲率相关的爆轰波阵面的数值模拟方法。由于水平集方法容易处理界

面拓扑结构的变化,因此选择水平集方法模拟爆轰波阵面的运动。为了满足拉格朗日程序模拟爆轰波

阵面的需要,本文中在轴对称三角形和四边形网格上离散水平集方程。
到目前为止,大多数研究者[2-4]在笛卡儿网格上采用各种精度的迎风型ENO差分格式离散水平集

方程。非笛卡儿网格上的水平集方程的离散方法并不多见,含曲率的高阶水平集方程在非笛卡儿网格

上的离散较困难。一种思路是把水平集方程转化为守恒率,从而可采用守恒率的方法。对于不可压流,

E.Marchandise等[5]把与曲率无关的水平集演化方程写成守恒形式,采用间断有限元方法求解。F.
Lafon等[6]在三角形网格上采用ENO构造最小模板的思想求解了含一阶导数的 Hamilton-Jacobi方

程,二阶导数项在笛卡儿网格上采用中心差分。针对含有高阶导数的方程,B.Cockburn等[7]提出了

LDG方法,把高阶方程写成一阶守恒型微分方程组,采用RKDG方法求解。此方法适用于对流占优的

扩散问题,如果扩散占优,时间步长将很受限制,效率降低。C.Q.Hu等[8]采用LDG方程求解了含曲

率的对流占优的水平集方程。T.J.Barth等[9]在三角形网格上采用正格式和Petrov-Galerkin有限元

方法离散不含曲率的水平集方程,而含曲率的部分采用有限元方法二阶显式龙格-库塔法求解。与间断

有限元方法相比,此方法具有计算量小的优点,但显式求解含曲率的水平集方程要限制时间步长。K.
Deckelnick等[10]提出了含曲率的水平集方程的有限元离散格式,从格式的稳定性出发,提出了半隐离

散格式,求解了纽曼边界条件下三角形网格上的含曲率的水平集方程。水平集函数在演化过程中不能

保持距离函数的性质,梯度将变得过大或过小,因此需要重新初始化。F.Bornemann等[11]提出了水平

集函数在三角形网格上的重新初始化方法,适用于满足惠更斯原理的爆轰波传播问题。本文中拟基于

文献[9-11],在三角形网格和四边形网格上求解轴对称几何中的含曲率的水平集方程。
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1 轴对称几何中的含曲率的水平集方程

  本文中求解的水平集方程在笛卡儿坐标系下可写为

ut+DJ Ñu -ακ Ñu =0 (1)
式中:α是大于零的常数,DJ 为CJ爆速,κ=Ñ·(Ñu/ Ñu )为平均曲率。当 Ñu =0,曲率没有定义,
方程(1)高度非线性,是可能退化的对流扩散方程。

柱坐标与笛卡儿坐标的关系为

x=rcosθ,   y=rsinθ,   z=z,   r2=x2+y2,   θ=arctan(y/x) (2)

  根据复合求导法则,可得到

ux =urrx +uθθx =urcosθ-uθsinθ/r,   uy =urry +uθθy =ursinθ+uθcosθ/r (3)

  在轴对称问题中θ的偏导数为零,可得到

ux =urcosθ, uy =ursinθ, uz=uz

uxx =ursin2θ/r+urrcos2θ, uyy =urcos2θ/r+urrsin2θ
uxy =(urr -ur/r)cosθsinθ, uxz =urzcosθ, uyz =urzsin

ì

î

í

ï
ï

ïï θ

(4)

  曲率在笛卡儿坐标系中的表达式为

κ=uxx(u2y +u2z)+uyy(u2x +u2z)+uzz(u2x +u2y)-2uxyuxuy -2uxzuxuz-2uyzuyuz

(u2x +u2y +u2z)3/2
(5)

  把式(4)代入到式(5),得到轴对称几何的曲率

κ=urru2
z +uzzu2

r -2urzuruz

(u2r +u2z)3/2 + ur

r u2
r +u2z

(6)

  把式(6)代入到式(1),得到轴对称坐标系下的水平集方程

ut+DJ Ñu -α Ñu urru2
z +uzzu2

r -2urzuru( )z /(u2r +u2z)3/2=αur/r (7)

  与二维平面相比,在轴对称几何中水平集方程多了一个源项。二维平面和轴对称几何中的水平集

方程可统一为

ut+DJ Ñu -α Ñu Ñ·(Ñu/ Ñu )=σαur/r (8)
式中:二维平面时,σ=0;轴对称时,σ=1。

2 轴对称几何中的水平集方程的时空离散格式

  采用三角形和四边形混合网格离散求解区域Ω,区域边界记为∂Ω,水平集函数定义在节点上。产

物的水平集函数为负,反应物的水平集函数为正。

2.1 曲率无关方程的空间离散格式

  曲率无关方程为

ut+DJ Ñu =0 (9)

  式(9)是齐次的对流方程,采用正格式[9]进行求解。正格式的公式为

un+1
i =un

i -τGi=un
i -

ταl
i(H(Ñu))Tl
∑αl

iAl

(10)

式中:αl
i 为单元l对节点i的贡献,τ为时间步长。对于q次齐次H(Ñu)可得到[9]

(H(Ñu))Tl = Al/( )q ÑH·Ñu= Al/( )q ∑
p

i=1

ÑH·ÑNiui=∑
p

i=1
Kiui (11)

式中:Al 为网格l的面积。在曲率无关的水平集方程(9)中,H(Ñu)= Ñu 为一次齐次函数,即q=1,
得到

Ki=Al ÑH·ÑNi=AlDJ Ñu·ÑNi/ Ñu (12)

  把Ki 分解成正负项,利用∑p

i=1
ÑNi=0的性质,得到
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(H(Ñu))Tl =∑
p

i=1
Kiui=∑

p

i=1
K-

iui+∑
p

i=1
K+

iui= ∑
p

l=1
K+( )l

-1∑
p

i=1
K+

i∑
p

j=1
K-

j(uj-ui)=∑
p

i=1
δi (13)

  记αl
i=δi/(H(Ñu))Tl,把αl

i 的表达式代入式(10)就得到了方程(9)的正格式离散格式。为了得到

更健壮的格式,采用修正系数[1]α~li=max(αl
i,0)/∑p

j=1max(αl
j,0)。

2.2 曲率相关方程的空间离散格式

  方程(1)的曲率项可写为

ut-α Ñu Ñ·(Ñu/ Ñu )=σαur/r (14)

  为了书写方便,以下公式中省略α。由于 Ñu ≠0,方程(14)可变化为

ut/ Ñu - Ñ·(Ñu/ Ñu )=σur/r Ñ( )u (15)

  为了防止出现退化现象,式(15)变化为

ut

Q(u)-
Ñ· Ñu

Q(u)=σ ur

rQ(u)
,   Q(u)= Ñu 2+ε2 (16)

式中:ε为无穷小量。为了书写方便,下面将采用张量标记,如ujNj=∑p

j=1ujNj,p=3或4。采用伽辽

金有限元方法离散式(16),在边界单元上得到

∫
Ωe

NiNj

Q(ue)
due

j

dt =∫
∂Ωe∩∂Ω

Niue
j ÑNj

Q(ue) ·n-∫
Ωe

ÑNjue
j

Q(ue)·ÑNi+∫
Ωe

σurNi

rQ(ue)   i,j=1,…,3或4 (17)

  在内部单元中边界积分项为零,因此,在以下推导中忽略边界积分项。单元有限元特征式可表示为

(Ae
ij)
due

j

dt =(Be
ij)ue

j   i,j=1,…,3或4 (18)

  方程(18)左端称为相容质量矩阵,若左端采用质量集中矩阵可得到

due
i

dt∫
Ωe

Ni

Q(ue)=-∫
Ωe

ÑNjue
j

Q(ue)·ÑNi+∫
Ωe

σurNi

rQ(ue)   i,j=1,…,3或4 (19)

  采用质量集中后,式(19)中矩阵(Ae
ij)为对角矩阵。单元有限元特征式总体合成后得到总体有限元

方程。若采用显式时间离散,质量集中后不需要求解线性方程组,将大大减少计算量;若时间离散采用

隐式格式或半隐格式,是否采用质量集中矩阵对计算量并没有影响,考虑到曲率无关方程的离散,本文

中采用了质量集中矩阵。
至此,完成了水平集方程的伽辽金有限元空间离散。

2.3 时间离散格式

  为方便起见,在此以后的表达式中ue 简写为u。式(19)的显式格式为

un+1
i -un

i

τ ∫
Ωe

Ni

Q(un)=-∫
Ωe

ÑNjun
j

Q(un)·ÑNi+∫
Ωe

σun
rNi

rQ(un) (20)

式中:τ为时间步长。式(19)的隐式格式为

un+1
i -un

i

τ ∫
Ωe

Ni

Q(un+1)=-∫
Ωe

ÑNjun+1
j

Q(un+1)·ÑNi+∫
Ωe

σun+1
r Ni

rQ(un+1) (21)

  式(19)的半隐格式

un+1
i -un

i

τ ∫
Ωe

Ni

Q(un)=-∫
Ωe

un+1
j ÑNj

Q(un)·ÑNi+∫
Ωe

σun+1
r Ni

rQ(un) (22)

  若采用显式格式(20)不需要求解方程组,大大减少了计算量,但时间步长很受限制;若采用隐式格

式(21),在每一步不得不求解高度非线性的方程组,计算代价很高。半隐格式只需求解具有稀疏系数矩

阵的线性方程组,与隐式格式相比计算代价较小。根据文献[10]的结果,在纽曼边界条件下,半隐格式

为无条件稳定格式。

  式(22)可写为
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un+1
i -un

i =ταCi∫
Ωe

un+1
j ÑNj

Q(un)·ÑNi+∫
Ωe

σun+1
r Ni

rQ(un
æ

è
ç

ö

ø
÷) (23)

  式(23)与式(10)相比,二维轴对称坐标系下与曲率相关的水平集方程(8)的离散格式可写为

un+1
i -un

i =ταCi∫
Ωe

un+1
j ÑNj

Q(un)·ÑNi+∫
Ωe

σun+1
r Ni

rQ(un
æ

è
ç

ö

ø
÷) -τGi (24)

2.4 三角形线性基函数及其导数

  根据等参有限元的定义

r=∑
p

i=1
Niri,   z=∑

p

i=1
Nizi,   u=∑

p

i=1
Niui (25)

式中:r、z为坐标,u为物理量。基函数定义为

N1=[(r2z3-r3z2)+r(z2-z3)+z(r3-r2)]/(2A)

N2=[(r3z1-r1z3)+r(z3-z1)+z(r1-r3)]/(2A)

N3=[(r1z2-r2z1)+r(z1-z2)+z(r2-r1)]/(2A

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(26)

  基函数可记为Ni=ai+bir+ciz,其导数

∂Ni

∂r =bi,   ∂Ni

∂z =ci (27)

  从上式可见,在三角形网格上,线性等参有限元的基函数的导数是常数。

2.5 双线性基函数及其导数

  等参有限元的定义如式(25),对于四边形网格来说,双线性基函数为

Ni=14
(1+ξiξ)(1+ηiη),ξi=(-1,1,1,-1),ηi=(-1,-1,1,1)   i=1,2,3,4 (28)

  柱坐标系与局部坐标系的导数关系为

dr=rξdξ+rηdη
dz=zξdξ+zηd{ η

(29)

  由上式的坐标变换可得到

J=
ξr ξz

ηr η

æ

è
ç

ö

ø
÷

z

-1

=
rξ rη

zξ z
æ

è
ç

ö

ø
÷

η
=

ri
∂Ni

∂ξ
zi
∂Ni

∂ξ

ri
∂Ni

∂η
zi
∂Ni

∂

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

η

(30)

矩阵J为(r,z)坐标系到(ξ,η)坐标系的参考雅可比矩阵。将式(30)代入下式可得到基函数的导数。

∂Ni

∂r =∂Ni

∂ξ
∂ξ
∂r+∂Ni

∂η
∂η
∂r

∂Ni

∂z =∂Ni

∂ξ
∂ξ
∂z+∂Ni

∂η
∂η
∂

ì

î

í

ï
ï

ï
ï z

(31)

3 数值精度和数值算例

  为了评价本文中格式的精度,用上面已导出的格式求解有解析解的问题。节点的穿过时间为节点

u(x,y,t)=0的时刻,通过抛物插值得到节点的穿过时间,t=a0+a1u+a2u2。网格的尺寸h定义为

h= A/n (32)
式中:A 为区域面积,n为网格数。̂uh

i 为节点上的解析解,uh
i 为节点上的数值解,整个区域的最大范数和

平均二范数的误差为

Eh
max=maxi=1,2,…,n uh

i -ûh
i ,   Eh

l2 = ∑
n

i=1
(uh

i -ûh
i)2Ai (33)

  2种范数的误差估计公式为

Eh =Chq+O(hq+1) (34)
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式中:q为截断误差的阶数。对于网格尺寸分为h1 和h2 的误差结果可得到

q=ln
(Eh1/Eh2)
ln(h1/h2)

(35)

  当零水平集为球面时,方程(8)可等价为

dr/dt=DJ-2α/r (36)

  分别在三角形和随机四形边网格上测试离散格式的精度,三角形网格如图1所示。在笛卡儿网格

的基础上采用下式生成随机网格

x(i,j)=x(i,j)+0.2hcos(νπ),   y(i,j)=y(i,j)+0.2hsin(νπ) (37)
式中:ν为随机数。随机网格如图2所示。

图1 测试精度的三角形网格

Fig.1Trianglemeshesusedtogettheorderofnumericalscheme

图2 测试精度的随机四边形网格

Fig.2Randommeshesusedtogettheorderofnumericalscheme

  算例1 在轴对称几何中求解球与曲率相关的演化问题。采用外延边界条件,初始的零水平集为

圆心在原点、半径为0.25的圆,DJ=1.0,α=0.05。表1给出了L¥ 和L2误差及其精度。从表1可以看

出,水平集方程的离散格式在三角形网格和随机四边形网格上均可达到强一阶精度。
表1 水平集方程在三角形和四边形网格上的数值精度

Table1Numericalordersoflevelsetequationontrianglesandquadrilaterals

三角形网格

网格数 L∞ 精度 L2 精度

四边形网格

网格数 L∞ 精度 L2 精度

250 9.7920×10-2 4.5993×10-2 20×206.6572×10-2 4.0459×10-2

950 4.9688×10-2 1.0162.4176×10-2 0.963 40×402.7721×10-2 1.264 1.6588×10-2 1.286
1372 1.9729×10-2 1.3848.8961×10-3 1.498 80×801.1942×10-2 1.215 6.9768×10-3 1.250

  算例2 在三角形网格和四边形网格混合网格(如图3,18027个网格)上,求解平面二维柱坐标系

下含曲率的水平集方程,即DJ=0,α=1,零水平集的参数方程为γ(t)=0.2(sin(8t)+4.0)(cost,
sint),t∈ [0,0.5π]。图3给出了零水平集的演化过程,收缩过程没有发生不稳定现象。算例2说明

本文的格式适用于三角形和四边形的混合网格。
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图3 三角形和四边形混合网格及零水平集的演化过程

Fig.3 Mixedmeshcontainingtrianglesandquadrilaterals,evolutionofzerolevelset

  算例3 在二维平面坐标系下计算多个波阵面的相互作用问题。零水平集为3个相同半径的圆,
半径为0.15,圆心坐标分别为(-0.5,0.35)、(-0.5,0.0)、(-0.5,-0.35),波阵面运动速度为DJ=
7.0,α=0.5。由于曲率的作用,波阵面相交后最终会演化成一条直线。为了显示直线波阵面,此算例采

用笛卡儿网格。由图4可见,采用本文的方法可以有效地处理爆轰波阵面的相互作用问题。

图4 多个爆轰波阵面的相互作用过程

Fig.4 Multipledetonationfrontscolliding

4 结 论

  曲率相关的水平集方法可有效地模拟轴对称爆轰波的运动和相互作用。水平集方程的对流项采用

正格式,扩散项采用半隐时间离散和伽辽金等参有限元方法空间离散,离散格式在三角形和四边形网格

上均可达到强一阶精度。多个爆轰波阵面的相互作用算例说明,本文的方法可在三角形和四边形混合

网格上有效地模拟爆轰波与曲率有关的运动。
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Numericalschemeforlevelsetequationscontainingcurvature
onaxisymmetricunstructuredmeshes*

CHENGJun-xia,HUXiao-mian
(InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100088,China)

Abstract:Tosimulatethemovingofaxisymmetricdetonationfrontontrianglesandquadrilateralsu-
singthelevelsetmethod,assumingthatthedetonationnormalvelocityisthelinearfunctionofcurva-
ture,anaxisymmtriclevelsetequationisgainedbytheuseofcoordinatetransformation.Theconvec-
tiontermofthelevelsetequationissolvedbythepositivescheme,andthecurvaturetermissolved
bytheGalerkinisoparametricfiniteelementmethodandthesemi-implicittimesteppingtechnique.
Ontrianglesandquadrilaterals,theschemeofthelevelsetequationscontainingcurvatureishigher
thanfirstorderaccuracyinL2andL¥norms.Thecomputationalexampleisgivenofnonsmoothlevel
setsshorteningstablybythelocalcurvatureontheunstructuredmixedmeshes.Theexampleofmul-
tipledetonationfrontscollidingshowsthattheschemeofthispapercanbeusedtosimulatethepropa-
gationofdetonationfrontoncurvature.
Keywords:mechanicsofexplosion;levelsetequation;Galerkinisoparametricfiniteelementmethod;

detonationfront;axisymmetric
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