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可变形电子元件的非线性动力屈曲行为分析
*

张晓晴,欧智成
(华南理工大学土木与交通学院,广东 广州510640)

  摘要:基于薄膜/基底模型,分析可变形电子元件结构的动力屈曲问题。用小变形平面应变理论描述基

底,用Kirchhoff平板理论描述薄膜。定义Lagrange函数,包括薄膜应变能和动能,以及基底对薄膜所作的

功。利用Euler-Lagrange方程导出薄膜的动力屈曲控制方程。计算线性荷载下薄膜的动力响应,并利用B-R
准则确定临界屈曲荷载。动力屈曲的临界荷载较静力屈曲的大,波幅响应围绕静力屈曲的响应振荡。
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  可变形电子技术在微电子、生物、医学等领域有广阔的应用前景[1],它以硬质薄膜、柔性基底结构为

基础,将薄膜粘附在已施加预应变的基底上,然后释放预应变,致使薄膜发生屈曲[2]。将薄膜/基底结构

的屈曲特性应用于半导体纳米技术中,便可实现电子元件的可变形特性。R.Huang等[3-6]建立了薄膜

基底结构的力学模型,研究了各向同性、正交各向异性的弹性薄膜在弹性、粘性和粘弹性基底上的屈曲

行为,得到了薄膜屈曲的波长、波幅和临界荷载等。B.Audolya等[7]、X.Chen等[8]、J.Song等[9]研究了

包括人字形、棋盘形、波浪形等多种受到双轴预应变荷载的薄膜屈曲构型。文献[10-12]中研究了有限

窄带薄膜的屈曲,并考虑了大变形和超弹性的情况。
当前的研究主要集中在静力屈曲方面,并未考虑结构的动力响应,事实上无论是在生产还是使用过

程中,可变形电子元件都不可避免地会承受各种动力荷载的作用。这些荷载可能来自化学反应、机械碰

撞、环境温度等,并最终体现在薄膜/基底结构受到的随时间变化的荷载。一般而言,这些荷载包括线性

荷载、阶跃荷载、脉冲荷载、周期荷载和随动荷载等,原来的静力屈曲问题转化为与时间相关的动力屈曲

问题。动力屈曲同静力屈曲分析一样,需要确定临界荷载和屈曲模态等,但动力屈曲有更丰富的动力响

应,包括冲击屈曲、振荡屈曲等,而且对初始条件敏感[13-14]。
本文中,分析线性荷载下薄膜/基底结构的动力屈曲。假设薄膜受到线性递增的单轴预应变,利用

Kirchhoff平板理论描述薄膜,用小变形平面应变理论描述基底,导出薄膜的应变能和动能,以及基底对

薄膜所作的功。然后定义Lagrange函数,利用Euler-Lagrange方程导出动力屈曲控制方程。通过量纲

一化后,得到一个关于屈曲波幅和线性荷载的非线性常微分方程。通过数值方法求解结构的动力响应,
并利用B-R准则确定临界屈曲荷载[15],最后讨论初始条件对动力响应的影响。可以发现,动力屈曲的

临界荷载较静力屈曲的大,波幅响应围绕静力屈曲的振荡。

1 基本模型和控制方程

  弹性薄膜无滑移地粘附在弹性基底上,薄膜厚度为h,基底厚度为H,且H≫h。基底受到单轴预拉

伸应变ε0,以此时的构型为初始构型,以接触面的中心为原点建立坐标系,如图1(a)所示。释放基底的

预应变,结构发生屈曲,如图1(b)所示,假设在此过程中薄膜受到线性变化的压缩应变ε(t)。用Kirch-
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hoff平板理论描述薄膜,用小变形理论描述基底。由于结构在y方向的长度远大于波长,因此基底可

简化为平面应变问题。薄膜与基底接触面处(z=0)的位移连续,基底底部固定,即边界条件为

z=0:us=u,ws=w;   z=-H:us=0,ws=0 (1)
式中:上标s表示基底。

图1 硬质薄膜/柔性基底结构

Fig.1Thestructureinastiffthinfilmbondedtoacompliantthicksubstrate

1.1 薄膜

  由于薄膜只受到单轴荷载,其基本方程可简化为一维情况,并考虑中等应变

εx =(∂u0/∂x)+(1/2)(∂w0/∂x)2 (2)
式中:u0和w0分别表示薄膜中面上的面内位移和挠度。Kirchhoff平板理论认为薄膜挠度沿着厚度方

向无变化,等于中面挠度。但面内位移沿着厚度线性分布。于是薄膜任意位置的位移为

u=u0- z-h/( )2 (∂w/∂x)   w=w0 (3)

  运用Hooke定律得到薄膜中面的应力

σx =췍Eεx =Nx/h (4)
式中:췍E=E/(1-ν2)为等效模量,其中E 和ν为薄膜的杨氏模量和泊松比;Nx为薄膜内力。忽略面内位

移引起的惯性项,得到平衡方程

∂Nx/∂x=0 (5)
将式(2)~(4)代入式(5),得到位移表示的平衡方程

∂2u0
∂x2 +∂w∂x

∂2w
∂x2 =0 (6)

  假设薄膜的挠度

w=A(t)cos(kx) (7)
式中:A(t)为波幅,k为波数。假设薄膜的波长与时间无关,并且远大于厚度,λ=2π/k≫h,即kh≪1。
将式(7)代入式(6)解得中面位移

u0=(1/8)A2(t)ksin(2kx)-xε(t) (8)
于是接触面处的位移

u|z=0=-(1/2)A(t)hksin(kx)+(1/8)A2(t)ksin(2kx)-xε(t) (9)
再由式(2)得薄膜的面内应变

εx =k2A2(t)/4-ε(t) (10)

  薄膜的应变能包括弯曲应变能Ub和压缩应变能Um,即

Ub=D
2∬

Σ

∂2w
∂x

æ

è
ç

ö

ø
÷

2

2

dxdy,   Um=12∬
Σ

σxεxdxdy (11)

式中:D=췍Eh3/12。忽略面内位移引起的动能,得到薄膜的动能

Ek=12∬
Σ
ρhw

·2dxdy (12)
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本文中,上标“·”表示对时间的一阶导数。

1.2 基底

  计算基底对薄膜的反力。由小变形平面应变理论得基底应变

εsx =∂u
s

∂x +ε0,   εsz=∂w
s

∂z
,   εsxz =12

∂us
∂z +∂w

s

∂
æ

è
ç

ö

ø
÷

x
(13)

  运用Hooke定律(平面应变)得到应力

σsαβ = Es

1+νs
εsαβ + vs

1-2νs
εsγγδα

æ

è
ç

ö

ø
÷β (14)

式中:Es和νs为基底的杨氏模量和泊松比。利用平衡方程

σsαβ,α=0 (15)

  将式(13)~(14)代入式(15),得到位移表示的平衡方程

(1-2νs)us,xx +2(1-νs)us,zz +ws
,xz =0,   (1-2νs)ws

,xx +2(1-νs)ws
,zz +us,xz =0

分离变量得到

ws
,xxxx +2ws

,xxzz +ws
,zzzz =0,   us=-(1-2νs)∫ws

,xdz-2(1-νs)∫ws
,zdx (16)

式中:下标“,”表示对坐标的偏导数。考虑位移的周期性和有界性,得到微分方程的通解为

ws=∑
¥

i=1
eKiz(ai+biz)cos(Kix) (17)

利用边界条件(1)解得

ws=A(t)ekz(1+b1kz)cos(kx)+2b2A(t)2ekzkzcos(2kx)

us=-A(t)ekz 1+b1(3-4νs+kz[ ])sin(kx)-A(t)2e2kzb2(3-4νs+2kz)sin(2kx)-xε(t{ )
(18)

式中:b1=(hk-2)/(6-8νs)≈1/(3-4νs),b2=k/8(3-4νs)。将式(18)代入式(13)得基底应变

εsx =12
2-hk
3-4νs

z-æ

è
ç

ö

ø
÷h A(t)k2ekzcos(kx)+14

2k
3-4νs

z+æ

è
ç

ö

ø
÷1 A2(t)k2e2kzcos(2kx)

εsz= 1-
(2-hk)(kz+1)
2(3-4νs

é

ë
êê

ù

û
úú) A(t)kekzcos(kx)- 2kz+1

4(3-4νs)
A2(t)k2e2kzcos(2kx

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(19)

  注意到基底的预应变ε0被完全释放。再式(19)代入式(14),得到接触面上的应力

σsz|z=0=4
(1-νs)+hk(1-2νs)
2(3-4νs)(1+νs) A(t)kEscos(kx)- 1-2νs

4(3-4νs)(1+νs)A
(t)2k2Escos(2kx)(20)

忽略高阶项和小量后得到基底对薄膜的作用力

q≈-2췍EsA(t)cos(kx)=-2췍Esw (21)
式中:췍Es=Es(1-νs)/(3-4νs)(1+νs)。利用式(21)得到基底对薄膜的功

W =∬
Σ

qwdxdy=-∬
Σ

2췍Esw2dxdy (22)

1.3 动力屈曲控制方程

  定义Lagrange函数

L=Ue-W -Ek (23)
式中:薄膜应变能Ue=Ub+Um。将式(11)~(12)、(22)代入,得

L=12∬
Σ

Dw2
,xx +σxεx +4췍Esw2-ρhw

·
( )2 dxdy (24)

考虑挠度的周期性,将式(7)、(10)代入式(24),计算一个周期内的平均值,得到

췍L=h췍E
32k

4A4(t)+h췍E
48

k3h2+12kε(t)+48
췍Es

h췍
æ

è
ç

ö

ø
÷

E kA2(t)+h췍E
2ε

2(t)-14ρhA′
2(t) (25)

这是关于波幅A(t)的一个泛函。为求泛函췍L(A,A
·
,t)的极小值,利用Euler-Lagrange方程
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∂췍L
∂A-d

dt
∂췍L
∂A
· =0 (26)

将式(25)代入,整理得到

3췍Ehk4A3(t)+췍Ehk2A(t)h2k2-12ε(t[ ])+48췍EskA(t)+12ρhA″(t)=0 (27)
为求平衡波数,令∂췍L/∂k=0,得到

h췍E 3k3A2(t)+2k3h2-12kε(t[ ])+24췍Es=0 (28)
忽略式(27)中的惯性项12ρhA″(t),则得到静力屈曲的控制方程。联立式(28)解得静力屈曲时的平衡

波数

keq=23췍Es/췍( )E 1/3/h (29)
将式(29)代入式(28)并令A=0,解得静力屈曲的临界荷载(预应变)

εstcr= 3췍Es/췍( )E 2/3 (30)

  假设薄膜动力屈曲中平衡波数不变,把式(29)代入式(27)得到

A3(t)+ h2-4ε(t)/k2e[ ]q A(t)+ρh3A″(t)/(6keq췍Es)=0 (30)

  定义单位预应变ε-(t)=ε(t)/εstcr,表示动力荷载与静力屈曲临界荷载的比值。再对波幅进行量纲一

化췍A(t)=A(t)/h,则得到量纲一化后的动力屈曲控制方程为
췍A(t)3+[1-ε-(t)]췍A(t)+ω췍A″(t)=0 (31)

其中

ω=h2ρ
12췍Es

췍E
3췍E
æ

è
ç

ö

ø
÷

s

1/3
(32)

初始条件记为췍A(0)=췍A0,췍A′(0)=췍v(0)=췍v0,这里췍v(t)是薄膜挠度波幅췍A(t)对时间的导数,下文简称

速度。于是结构的动力屈曲问题转化为非线性二阶常微分方程(31)的初值问题。

2 动力屈曲

  假设单位预应变随时间增长如下

ε-(t)=1+ct=1+τ (33)
式中:c为变形率;τ有两重意义,一为量纲一时间,二为当前应变较静力屈曲临界应变的相对增量。将

式(33)代入式(31)得到线性荷载下的动力平衡微分方程为췍A(t)3-ct췍A(t)+ω췍A″(t)=0,或写成

췍Aτ(τ)3-τ췍Aτ(τ)+ω췍A″τ(τ)=0 (34)
式中:췍Aτ(τ)=췍A(t)=췍A(τ/c)。对于硅薄膜和PDMS聚合物基底,有材料参数:E=130GPa,ν=0.28,

Es=1.8MPa,νs=0.48,ρ=2.33g/cm3,h=0.1μm。代入式(32)得到ω=1.43×10-4μs2。取初始条

件为췍A0=0.01,췍v0=0并令c=10,可解得式(34)的数值解,如图2所示。图2(a)是波幅-速度的相图。
图2(b)是波幅的动力响应,其中点画线表示静力屈曲的情况。在动力响应初段,波幅很小,当荷载超过

某一临界位置后,波幅迅速增大,并且绕着静力屈曲的响应振荡。图2(c)表示静力屈曲和动力屈曲的

波幅响应之差,可见随着荷载的增大,这个差值在振荡,但其周期和振幅都在减小。

图2 动力响应

Fig.2Dynamicresponse
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利用B-R准则确定动力屈曲临界荷载[15],即波幅响应第1个拐点处췍A″τ(τ)=0[16]。由式(34)得到

临界荷载满足췍Aτ(τcr)= τcr ,即动力屈曲的临界荷载为动力屈曲与静力屈曲波幅响应的交点。由图2
(b)~(c)可知,在动力波幅的第1个极值点处,动力屈曲的波幅对静力屈曲的波幅的增幅最大,之后随

着荷载的增大,增幅减小。定义动力屈曲波幅增长系数ζA=췍Ady/췍Ast,表示第1个极大值处二者的比值。

3 讨 论

  薄膜的动力屈曲受到初始挠度췍A0和单位应变率c的影响,如双对数图3所示。图3(a)表示不同初

图3 动力屈曲临界荷载

Fig.3Thecriticalloadindynamicbuckling

图4 动力屈曲波幅增长系数与初始挠度和应变率的关系

Fig.4Therelationshipamongtheincrementratioofdynamic
bucklingamplitude,initialamplitudeandstrainrate

始挠度췍A0 下,临界荷载随单位应变率c的变化规

律,在双对数坐标下曲线近似于直线,并且临界荷

载随单位应变率c的增大而增大。图3(b)表示

不同单位应变率c下,临界荷载随初始挠度췍A0 的

变化规律。临界荷载随初始挠度的增大而减小,
并且当c≥10时趋于直线。图3(c)是在初始挠度
췍A0 和单位应变率c空间中,临界荷载的等值线。
图4表示动力屈曲波幅增长系数ζA 与初始挠度
췍A0 和单位应变率c的关系,显然单位应变率c越

大,初始挠度췍A0 越小,则ζA越大。

4 结 论

  基于Kirchhoff平板理论以及Euler-Lagrange方程导出薄膜、基底结构的动力屈曲控制方程,分析

该结构在线性荷载下的动力特性。随着线性荷载的增大,波幅的动力响应先是缓慢增长,然后发生突

变,最后围绕静力屈曲的路径振荡,并且波幅的峰值较静力屈曲的要大。动力屈曲受到初始挠度和应变

率的影响,应变率越大,初始挠度越小,则临界荷载以及动力屈曲的波幅增幅也越大。当柔性电子元件

受到的荷载较大时,结构可能发生二次屈曲,文中对基底的小变形假设也不再适用。
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Analysisonnonlineardynamicbucklingofflexibleelectroniccomponents*

ZHANGXiao-qing,OUZhi-cheng
(SchoolofCivilEngineeringandTransportation,SouthChinaUniversity

ofTechnology,Guangzhou510640,Guangdong,China)

Abstract:Thispaperstudiesthedynamicbucklingproblemoftheflexibleelectroniccomponents,a
stifffilmboundtoacompliantsubstrate.Thesubstrateandthefilmaredescribedbythesmallde-
formationtheoryandtheKirchhoffplaneplatetheory,respectively.ALagrangefunctionofthefilm
isobtained,includingitsstrainenergy,kineticenergyandtheworkfromthesubstrate.Dynamic
bucklinggoverningequationofthefilmisdeducedaccordingtotheEuler-Lagrangeequation.Thedy-
namicresponsesofthefilmunderlinearloadaresolved.Andthecriticalloadisdeterminedbythe
B-Rcriterion.Thecriticalloadindynamicbucklingislargerthanthatinstaticbuckling.Theampli-
tuderesponseindynamicbucklingvibratesaroundthatinstaticbuckling.
Keywords:solidmechanics;dynamicbuckling;B-Rcriterion;flexibleelectroniccomponent;film;

substrate
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