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SH波入射时半空间界面裂纹与圆形衬砌
的相互作用

*

齐 辉,张根昌,陈冬妮,郭 晶,赵春香
(哈尔滨工程大学航天与建筑工程学院,黑龙江 哈尔滨150001)

  摘要:利用复变函数和Green函数法研究了双相介质半空间界面裂纹及界面附近圆形衬砌对SH波的

散射与动应力集中问题。首先,采用“映像”思想构造满足自由边界条件的散射波表达式,进而求解所需的

Green函数;其次,采用裂纹“切割”技术构造裂纹,并根据连续性条件建立了求解该问题的无穷代数方程组;

最后,给出了不同入射波数时界面裂纹与衬砌的相互作用。结果表明,裂纹的存在显著放大了衬砌界面的动

应力集中。
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  界面断裂动力学是在断裂动力学基础上发展起来的,研究含裂纹体的界面材料在动态荷载作用下

的力学行为。在实际工程的许多领域中,都要求对动态荷载作用下含裂纹材料的动态特性给出合理而

准确的评价[1]。而裂纹对材料的动态特性及破坏的影响通常是不可忽视的,有时甚至是决定性的。对

有界面存在的材料,材料界面往往是裂纹形式缺陷容易发生的部位,界面附近缺陷的动应力集中程度过

高也影响界面裂纹尖端场的动应力集中或开裂。近年来,断裂动力学和界面断裂动力学的研究得到了

迅速的发展,虽然许多问题仍处在探索阶段,但动态断裂研究在抗震防爆工程、航空航天结构安全性预

测等方面得到了大量的应用。有关界面缺陷对SH波散射的研究也取得了丰硕的成果[2-8],并成功应用

于实践。本文中,利用Green函数法构造出合适的Green函数,研究界面附近圆形衬砌和界面裂纹对

SH波的散射问题。

1 问题表述

图1 含圆形衬砌的双相介质半空间模型

Fig.1Thebi-materialmodelwith
acircularlininginhalf-space

  如图1所示,沿x″=0相接的两种不同介质组成的半空间,且在

x″=0、-A<y″<A 上存在一条直线界面裂纹。x″<0直角平面区

域中介质的密度和剪切波速分别为ρ1 和c1,x″>0直角平面区域中

的分别为ρ2 和c2。简谐平面SH波由x″<0的直角平面区域中沿

入射角α0 入射到界面。其中介质Ⅰ含外半径为R2、内半径为R1 的

圆形衬砌,介质密度和剪切波速分别为ρ3 和c3,圆形衬砌中心到水

平边界和垂直界面的距离分别为h和d。

2 构造Green函数

  如图2所示,一个含有圆形衬砌的均匀、各向同性的二维直角平

面区域,在它垂直边界表面上任意一点承受出平面线源荷载δ(z-
z0)时,位移的基本解采用Green函数。
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图2 线源荷载作用的直角区域模型

Fig.2Theright-angleplanemodel
impactedbyalinesourceforce

  引入复变量z=x+iy,췍z=x-iy,位移场G 在复数坐标系中满

足控制方程

∂2G
∂z∂췍z+14k

2G=0 (1)

式中:k=ω/cs,为波数,cs= μ/ρ,为介质的剪切波速,ω为位移函数

的圆频率,μ、ρ分别为介质的剪切弹性模量和密度。

  在极坐标下的应力表达式为

τrz =μ
∂G
∂ze

iθ+∂G∂췍ze
-iæ
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  边界条件可以表述为

Γ1:τxz|x=d =δ(z-z0), Γ2:τyz|y=h =0,

Γ3:τⅠ
rz|r=R2 =τⅢ

rz|r=R2, GⅠ|r=R2 =GⅢ|r=R2
,

Γ4:τⅢ
rz|r=R1 =
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ï
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ï
ï 0

(3)

式中:δ为Dirac-Delta函数,τⅠ
rz、τⅢ

rz为圆形衬砌内外总径向剪切应力,GⅠ、GⅢ为圆形衬砌内外总位移,即
介质Ⅰ和衬砌Ⅲ内的位移场。

  满足控制方程(1)和边界条件(3)的位移场基本解,由两部分构成:直角平面区域垂直边界表面线源

荷载产生的扰动和圆形衬砌所激发的散射波。
对于线源荷载δ(z-z0)在一个完整的直角域内的扰动,可将它视为入射波G(i)(G(i)是波动里入射

波位移场),满足不含圆形衬砌的直角平面域边界应力自由条件,利用“虚设点源”的方法构造。首先,将
直角平面区域对于水平边界延拓为半无限空间,并对垂直边界表面上作用对称于边界的出平面线源荷

载,因此入射波可以表述为

G(i)(z,췍z)= i
2μ1
[H(1)

0 (k1 z-z01 )+H(1)
0 (k1 z-z02 )] (4)

式中:k1、k2分别表示介质Ⅰ和介质Ⅱ中波数,z01=d+i(h-y0),z02=d+i(h+y0),μ1 为介质Ⅰ的剪切

弹性模量,H(1)
0 为零阶第一类Hankel函数,它与本文设定的时间因子exp(-iωt)配对,表明G(i)是由源

点向外传播的发散波,物理意义吻合。此 Hankel函数的宗量是波数k与源点和像点之间距离的乘积,
始终保持为正值。z0、z分别代表源点和像点的位置。

入射波场相应的应力表达式为

τ(i)rz =-ik14
(φ1eiθ+φ2e-iθ), τ(i)θz =k1

4
(φ1eiθ-φ2e-iθ) (5)
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  由于圆形衬砌所激发的散射波会在圆形衬砌和直角平面区域自由表面上发生多次反射,使能满足

直角平面区域表面上应力自由边界条件波场的解析解很难给出。为了克服这一难点,采用映像叠加原

理及坐标移动技术构造(其中s表示散射波)

G(s)(z,췍z)=∑
∞

n= -∞
An∑

4

j=1
S(j)

n (6)

S(1)
n =H(1)

n (k|z1|)(z1/|z1|)n, S(2)
n =H(1)

n (k|z2|)(z2/|z2|)-n,

S(3)
n =(-1)nH(1)

n (k|z3|)(z3/|z3|)-n, S(4)
n =(-1)nH(1)

n (k|z4|)(z4/|z4|){ n

式中:z1=z,z2=z1-2d,z3=z1-2ih,z4=z2-2ih。

  散射波场相应的应力表达式为
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τ(s)rz =k1μ1
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  圆形衬砌内产生驻波,表达式为

G(st)=∑
∞

n= -∞

[BnH(2)
n (k3 z )+CnH(1)

n (k3 z )](z/|z|)n (8)

式中:k3=ω/c3,是衬砌内SH波的波数,c3= μ3/ρ3,为剪切波速,H(2)
n 是n 阶第二类Bessel函数。

驻波相应的应力表达式为

τ(st)rz =μ3k3
2 ∑

∞

n= -∞

[BnPn(k3 z )+CnQn(k3 z )](z/|z|)n (9)

Pn(·)=H(2)
n-1(·)-H(2)

n+1(·), Qn(·)=H(1)
n-1(·)-H(1)

n+1(·)

  利用圆形衬砌内边界r=R1 应力自由、圆形衬砌外边界r=R2 应力和位移连续性条件

τ(st)rz =0 r=R1

τ(i)rz +τ(s)rz =τ(st)rz r=R2

G(i)+G(s)=G(st) r=R

ì

î

í
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ï

ïï
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(10)

得到确定待定系数An、Bn、Cn 的方程组,经整理后方程组可以表述为
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方程两边同乘exp(-imθ),并在(-π,π)上积分有
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  为得到未知系数An、Bn、Cn(n=0,±1,±2,…),通过有限项截断方程组(12),得到有限未知数的方
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程组并求解。在本文算例中,对于上述无穷代数方程组中的每一个级数项分别选取7项即可很好满足

预先给定的计算精度(10-6)。

3 圆形衬砌对SH波的散射

  引入复平面(z″,췍z″),z″=z-d,且z″=r″exp(iθ″),利用映像叠加法,则全空间中的等效入射波为

W (i,e)=W0 expik12
(z″e-iα0 +췍z″eiα0é

ë
êê

ù

û
úú)+expik12

[(z″-2ih)e-iβ0 +(췍z″-2ih)eiβ0{ }{ }] (13)

式中:β0=π-α0,W0 为入射波的最大位移,α0 为SH波的入射角度。

  界面上产生的等效反射波和等效折射波的表达式分别为

W (r,e)=W2 expik12
(z″eiα0 +췍z″e-iα0é

ë
êê

ù

û
úú)+expik12

[(z″-2ih)eiβ0 +(췍z″-2ih)e-iβ0{ }{ })] (14)

W (f,e)=W4 expik22
(z″e-iα4 +췍z″eiα4é

ë
êê

ù

û
úú)+expik22

[(z″-2ih)e-iβ1 +(췍z″-2ih)eiβ1{ }{ })] (15)

式中:β1=π-α4,α4 为界面处的折射角度,上标(r,e)、(f,e)分别表示等效反射波和等效折射波,上标

(st)、(i)表示驻波和入射波。

SH波作用下由圆形衬砌产生的散射波场W (s)与式(6)相同,驻波场W (st)与式(8)相同,待定系数的

图3 半空间双相介质界面的契合模型

Fig.3Conjunctionmodelofbi-material
interfaceinhalf-space

求解过程与Green函数相同。根据已得到的等效入射波、等效反射

波、等效折射波以及圆形衬砌产生的散射波和驻波,可求得相应产生

的应力τ(i,e)θz 、τ(r,e)θz 、τ(f,e)θz 、τ(s)θz 和τ(st)
θz 。

为了研究SH波作用下圆形衬砌和界面裂纹的相互作用,首先,
按裂纹“切割”技术构造长度为2A 的直线型界面裂纹。构造过程

是:沿y″界面将材料剖开,在欲出现裂纹的区间段的左右剖面施加

一对出平面反力-τ(Ⅰ)θ″z″ 、-τ(Ⅱ)θ″z″ ,则这些区间段左右剖面的合应力均

为零,即可看作裂纹;同时,为了满足剖分面上裂纹以外区域的应力

和位移的连续条件,在左右剖面的相应区域施加一对待求的出平面

外力系f1、f2。则剖分面上的应力连续性条件是自然满足的。过程

如图3所示(f1、f2 为区域Ⅰ和Ⅱ剖面的附加外力系)。

  在直角平面区域Ⅰ和Ⅱ的“剖分”面上,总位移和总应力分别为

W (Ⅰ)=W (i,e)+W (r,e)+W (s), W (Ⅱ)=W (f,e),τ(Ⅰ)θz =τ(i,e)θz +τ(r,e)θz ,τ(Ⅱ)θz =τ(f,e)θz (16)
界面上的应力连续条件写成

τ(Ⅰ)θ″z″cosθ″0+f1(r″0,θ″0)=τ(Ⅱ)θ″z″cosθ″0+f2(r″0,θ″0) (17)
式中:当θ″0=θ1=-90°时,A≤r″<∞;当θ″0=θ2=90°时,A≤r″≤h。

利用τ(i)θ″z″+τ(r)θ″z″=τ(f)θ″z″,可得

f1(r″0,θ″0)=f2(r″0,θ″0) θ″0=θ1,θ2 (18)
界面上的位移连续条件为

W (Ⅰ)(r″,θ″)+W (f1)(r″,θ″)+W (c1)(r″,θ″)=W (Ⅱ)(r″,θ″)+W (f2)(r″,θ″)+W (c2)(r″,θ″) (19)
式中:W (f1)表示作用于区域Ⅰ剖面的附加外力系f1(r″0,θ″0)在界面任意一点引起的位移场,W (f2)表示

作用于区域Ⅱ剖面的附加外力系f2(r″0,θ″0)在界面任意一点引起的位移场。W (c1)代表作用于介质Ⅰ剖

面裂纹区域的附加外力系-τ(Ⅰ)θ″z″ 在界面任意一点引起的位移场,W (c2)代表作用于介质Ⅱ剖面裂纹区域

的附加外力系-τ(Ⅱ)θ″z″ 在界面任意一点引起的位移场。利用前面求得的适用于本文问题的Green函数,
并应用方程(19),得出定解积分方程为

∫
h

A
f1(r″0,θ2)[G1(r″,θ2,r″0,θ2)+G2(r″,θ2,r″0,θ2)]dr″0+∫

∞

A
f1(r″0,θ1)[G1(r″,θ2,r″0,θ1)+G2(r″,θ2,r″0,θ1)]dr″0=

[-W (s)]θ″=θ2 +∫
A

0
τ(Ⅰ)θ″z″ (r″0,θ1)G1(r″,θ2,r″0,θ1)dr″0-∫

A

0
τ(Ⅰ)θ″z″ (r″0,θ2)G1(r″,θ2,r″0,θ2)dr″0+
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∫
A

0
τ(Ⅱ)θ″z″ (r″0,θ1)G2(r″,β3,r″0,θ1)dr″

0-∫
A

0
τ(Ⅱ)θ″z″ (r″0,θ2)G2(r″,θ2,r″0,θ2)dr″0 (20)

∫
h

A
f1(r″0,θ2)[G1(r″,β2,r″0,θ2)+G2(r″,β2,r″0,θ2)]dr″0+∫

∞

A
f1(r″0,θ1)[G1(r″,θ1,r″0,θ1)+G2(r″,θ1,r″0,θ1)]dr″0=

[-W (s)]θ″=θ1 +∫
A

0
τ(Ⅰ)θ″z″ (r″0,θ1)G1(r″,θ1,r″0,θ1)dr″0-∫

A

0
τ(Ⅰ)θ″z″ (r″0,θ2)G1(r″,θ1,r″0,θ2)dr″0-

∫
A

0
τ(Ⅱ)θ″z″ (r″0,θ1)G2(r″,θ1,r″0,θ1)dr″0-∫

A

0
τ(Ⅱ)θ″z″ (r″0,θ2)G2(r″,θ1,r″0,θ2)dr″0 (21)

  上述定解积分方程组是含弱奇异性的第一类Fredholm方程组,奇异性表现为Green函数的像点

与源点重合时,被积核函数呈对数奇异性。求解该积分方程组的方法多种多样,本文中采用弱奇异积分

方程组直接离散法,结合散射波的衰减特性,把积分方程组转化为线性代数方程组,求解在一系列离散

点上附加外力系f1(r″0,θ″0)和f2(r″0,θ″0)。

4 动应力集中系数

  在稳态的入射SH波作用下,可以求出双相介质界面附近圆形衬砌动应力分布,但求得动应力集中

系数则是重要的任务之一。通常动应力集中系数可以写成

τ*
θz = τ(·)θz/τ0 (22)

式中:τ(·)θz 为圆形衬砌周边上的应力,τ0=μ1k1W0,为入射应力的最大幅值。
求得代数方程组的附加外力系f1 和f2 后,可进一步计算出圆形衬砌外边界上的动应力分布

τ(Ⅰ)θz =τ(t)θz +∫
h

A
f1(r″0,θ2)μ1r

∂G1(r,θ,r″0,θ2)
∂θ dr″0+∫

∞

A
f1(r″0,θ1)μ1r

∂G1(r,θ,r″0,θ2)
∂θ dr″0 (23)

式中:τ(t)θz =τ(i)θz +τ(r)θz +τ(s)θz 。

5 算例和分析

  作为算例,给出了SH入射含双相介质半空间界面附近圆形衬砌时,衬砌外界面的动应力集中系数

τ*
θz(r=R1)的计算结果。取R1=R、R2=0.5R,入射波数用k1R 表示,量纲一的衬砌位置为(d/R,h/

R),与介质相关的量纲一参数用μ*
1 =μ2/μ1、μ*

2 =μ3/μ1、k*
1 =k2/k1、k*

2 =k3/k1 表示。
(1)图4(a)给出了k*

1 =1.0、μ*
1 =1.0、k*

2 =1.0、μ*
2 =0.001时,SH波垂直入射时圆形衬砌界面动

应力集中系数τ*
θz 的分布情况。此时算例退化为均匀介质半空间中含圆形孔洞问题,当入射角度与裂纹

平行时,裂纹的影响可以忽略。当k1R=0.1时,τ*
θz 的最大值为4.0,结果与文献[9]一致。

(2)图4(a)也给出了k*
1 =1.0、μ*

1 =1.0、k*
2 =1.0、μ*

2 =5.0时,SH波垂直入射引起的圆形衬砌界

面动应力集中系数τ*
θz 的计算结果。此时,相当于均匀介质半空间中刚性较大的衬砌对SH波的散射,

当k1R=0.1时,τ*
θz 的最大值为1.34。

(3)图4(b)给出了k*
1 =1.0、μ*

1 =0.5、k*
2 =1.0、μ*

2 =0.5时,SH波水平入射引起的圆形衬砌界面

动应力集中系数τ*
θz 的计算结果。由于界面裂纹的存在对衬砌界面动应力集中产生显著影响,最大值发

生在θ=72°处,与无裂纹情况相比,τ*
θz 增加了20%左右。由此可见,界面裂纹对τ*

θz 的影响较大,在实际

工程中应予以重视。
(4)图4(b)也给出了k*

1 =1.0、μ*
1 =2.0、k*

2 =1.0、μ*
2 =2.0时,SH波水平入射引起的圆形衬砌界

面动应力集中系数τ*
θz 的计算结果。当μ*

1 >1.0时,为刚性覆盖,当μ*
1 =2.0时,裂纹对衬砌界面τ*

θz 的

影响不超过5%,与柔性覆盖相比,裂纹的影响较小。另外,μ*
1 取不同值表示两种介质的波速不同(μ*

1

=μ2/μ1=ρ2c( )22 /ρ1c( )21 =c22/c21),当μ*
1 >1.0时,表明入射波由软介质(波速小)进入到硬介质(波速

大)时的散射情况;当μ*
1 <1.0时,则为相反情况。

(5)图4(c)给出了k*
1 =1.0、μ*

1 =0.5、k*
2 =1.0、μ*

2 =0.5时,SH波低频、高频斜入射引起的衬砌

界面动应力集中系数τ*
θz 的计算结果。当SH波斜入射(α0=45°)时,τ*

θz 产生不对称分布,在低频(k1R=
0.1),圆形衬砌界面τ*

θz 的最大值总是偏向界面裂纹一侧;在高频(k1R=2.0)时,界面裂纹对圆形衬砌界
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面0°<θ<180°产生有利的影响,当θ=70°时,裂纹长度2A/R=2.0时,τ*
θz 几乎降低了40%。

图4 动应力集中系数分布

Fig.4Distributionofdynamicstressconcentrationfactors

6 结 论

  (1)当界面裂纹距离圆形衬砌较近时,对动应力集中系数影响较大,而当界面裂纹距离圆形衬砌较

远时,就可以忽略对动应力集中系数的影响。
(2)入射波数及自由边界等因素也对圆形夹杂动应力集中系数有一定的影响,但影响并不明显,因

此更关注界面裂纹的存在对动应力集中系数的影响情况。
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ScatteringofSH-wavebythecircularliningwithaninterfacecrack
inabi-materialhalf-space*

QIHui,ZHANGGen-chang,CHENDong-ni,GUOJing,ZHAOChun-xiang
(CollegeofAerospaceandCivilEngineering,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China)

Abstract:BasedonthecomplexvariablefunctionmethodandtheGreen’sfunctionmethod,thescat-
teringofSH-wavebyabi-materialinterfacecrackandacircularliningnearabi-materialinterfacein
half-spacewasexploredandthecorrespondingdynamicstressconcentrationatthecircularlininginter-
facewasinvestigated.Firstly,theexpressionofthescatteringwavewasproposedwhichsatisfiedthe
freeboundaryconditions,andthentheGreen’sfunctionwasconstructed.Secondly,thecrackwas
madeoutbythecrack-divisiontechnique,andaseriesofalgebraicequationsfordeterminingtheun-
knownforcesweredevelopedfromthecontinuityconditions.Finally,someexamplesforthedynamic
stressconcentrationfactorsofthecircularelasticliningweregiven,andtheeffectsoftheinterface
crack,theincidentwaveandthefreeboundaryonthedynamicstressconcentrationfactorsattheedge
ofthecircularelasticinclusionwereanalyzed.Thecalculatedresultsshowthattheexistenceofthein-
terfacecrackhasgreateffectsonthedynamicstressconcentrationfactorsatthecircularlininginter-
face.
Keywords:solidmechanics;dynamicstressconcentration;Green’sfunction;bi-materialhalf-space;

circularlining;crack;scatteringofSH-wave
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