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  摘要:基于ZWT黏弹性本构方程建立了体现高应变率效应的黏弹性球面波的控制方程组,包含5个偏

微分方程,解5个未知量v、σr、σθ、εr 和εθ。采用特征线法,问题转化为解3族特征线上的5个常微分方程,物

理上图像清晰,数学上易于求解。特征线数值分析显示,黏弹性球面波的衰减和弥散效应超过线弹性球面波。

球面扩散引起的环向拉应力是导致介质拉伸破坏的主因。进一步还针对强间断黏弹性球面波得出其衰减特

性的解析表达式,表明这种更强的衰减特性是几何扩散效应和本构黏性效应两者共同作用的后果。
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  在地震、物理勘探、工程防护、地下爆炸和工程爆破等实际问题中常常会遇到点爆炸或点冲击载荷,
或者在球形腔壁受到爆炸载荷等情况,这时需要处理的是球面波传播问题。

  球面波与平面波相比,如弹性球面波的研究所显示的[1],一个重要的差别在于球面波波阵面在传播

过程中不断扩散,导致波剖面不断变化,而且初始的压缩波在传播时其波阵面的后方会逐渐形成拉应力

和产生振荡等。

  强爆炸波以球面波形式向外发散传播时,随其强度逐渐降低,传统上认为将形成3个区域,即:高压

区(材料剪切强度可忽略的流体动力区)、中压区(剪切强度不可忽略的弹塑性区)和低压区(塑性可忽略

的弹性区)。

  应力波的传播特性强烈地依赖于介质的材料本构关系,而材料本构关系在爆炸/冲击载荷下以体现

应变率效应为重要特征;因此,在中压区和低压区需要处理的实际上分别是黏弹塑性波和黏弹性波。类

似地,在离地震震源足够远的区域也需要处理黏弹性波问题。可见黏弹性球面波的研究不论在学术上

还是在实际工程中都具有重要意义。尤其对于岩石等脆性材料,在应变值不大的情况下,可以按线性黏

弹性波作工程处理。

  从文献调研看,线性黏弹性球面波的研究迄今不多。除了E.A.Koshelev[2]、邓德全等[3]采用La-
place法,J.L.Wegner[4]采用特征线法作过初步探讨外,迄今缺乏进一步的深入研究;对于强间断黏弹

性球面波的衰减特性更缺乏解析分析。本文中拟采用特征线法对这一问题作进一步的、更系统的分析。

1 线性黏弹性球面波的控制方程组

  球面波的波阵面是同心球面。由于运动的球对称性质,在物质坐标的极坐标(r,θ,φ)中(见图1)只
有径向位移u是非零分量u(r,t)≠0,而各力学量(径向应力σr和应变εr,环向应力σθ、σφ与应变εθ、εφ,径
向质点速度v)都只是球径r和时间t的函数,均与θ、φ无关,于是有:
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  球面波的控制方程由连续方程(质量守恒)、运动方程(动量守恒)和材料本构方程组成。首先,为保

证位移u是r和t的单值连续函数,εr、εθ和v 之间应满足以下位移连续性相容条件,即连续方程:
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  其次,考察径向的动量守恒条件,如图1所示,可得如下运动方程

∂σr
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∂t

(3)

  以上的球面波连续方程和运动方程是对所有介质普遍适用的。在不同介质中之所以传播不同特性

的球面波,主要取决于不同的材料本构关系。下面来具体讨论黏弹性本构关系。

  从理论的普遍性来说,可以从包含n个松弛时间θi(i=1,2,…,n)的广义 Maxwell方程[1]出发来建

立线性黏弹性球面波的控制方程组。但从实际出发,正如朱兆祥等所指出的[5],任一个松弛时间θi都有

一个有效影响域(effectiveinfluencedomain,EID)。以时间或应变率来表示时,EID约跨4.3个量级。
因此实际上只要采用如下的包含2个松弛时间的黏弹性方程(简称ZWT方程),就足以描述大量黏弹

性材料从准静态到冲击动态范围(即应变率为10-5~103s-1)的黏弹性本构特性
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式中:fe(ε)描述非线性弹性平衡响应,且fe(ε)=E0ε+αε2+βε3,E0、α和β为对应的弹性常数;第一个

积分项描述低应变率下的黏弹性响应,E1和θ1分别为所对应的低频 Maxwell单元的弹性常数和松弛时

间;而后一个积分项描述高应变率下的黏弹性响应,E2 和θ2则分别为所对应的高频 Maxwell单元的弹

性常数和松弛时间,见图2。

图1 球坐标系中的微元体

Fig.1Aninfinitesimalelementinsphericalcoordinates

图2ZWT黏弹性本构模型

Fig.2ConstitutivemodelofZWTviscoelasticequation

  大量实验[6]表明,θ1为10~102s量级,θ2为10-4~10-6s量级。因此,在时间尺度以1~102μs计

的冲击加载条件下,具有θ1 为10~102s的低频 Maxwell单元,直到冲击加载结束将无足够时间来松

弛,于是ZWT方程转化为:
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σe ( )ε =fe ( )ε +E1ε
  类似于弹性力学中由一维应力应变关系推导三维胡克定理那样,不难由上式推得球对称三维应力

状态下的ZWT方程,通常由球量部分(容变律)和偏量部分(畸变律)2部分组成。当非线性弹性项可暂

时不计时(α=β=0),分别表示为(为今后的方便,上式中的E2、θ2 已分别改写为EM、θM):
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式中:σ和ε均以拉为正,v以r轴向为正,弹性体积模量K= E
31-2( )ν

,E=Ea+EM,Ea=E0+E1(此

处已设体积无黏性),剪切模量G=Ga+GM,Ga=
Ea

21+( )ν
,GM=

EM

21+( )ν
,ν为泊松比。

  式(2a)、(2b)、(3)、(4a)和(4b)等5个方程共同组成线性黏弹性球面波问题的控制方程组(双曲型

一阶偏微分方程组),包含5个未知量v、σr、σθ、εr 和εθ。

2 线性黏弹性球面波的特征线分析

  特征线解法把解上述双曲型一阶偏微分方程组的问题转化为解常微分方程组,即解特征线方程和

沿特征线的相容关系,而它们都是常微分方程组。

  当采用特征线法求解上述双曲型一阶偏微分方程组时,对以上5式分别乘以待定系数A1、A2、A3、

A4 和A5,然后相加,有如下结果
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  为使上式只包含沿特征线C(r,t)的方向导数,待定系数A1、A2、A3、A4和A5必须满足下式

dr
dt C

= 0
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(5b)

  显然,A1、A2、A3、A4和A5有2族解,第1族解由下列方程确定:

A1-3KA4-A5=0 (6a)

A2-6KA4+A5=0 (6b)

4GA4-A5=0 (6c)
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3=A1 A4+A5
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  另一族解由下列方程确定:

A1=A3=A2=A5=0   A4 ≠0
A1=A3=A2=A4=0   A5 ≠0
A1=A3=A4=A5=0   A2 ≠0

(7)

  先讨论第1族解,由式(6)诸式可解出:

A4=14GA5

A1=3K+4G
4G A5= 3K+4( )G A4
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代入式(5b),得到如下2族特征线

dr
dt=- A1
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再一起代回式(5a),经整理,最后得到如下相应的2族沿特征线的相容条件
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此处正号和负号分别对应于右行波和左行波。注意,沿特征线的传播速度正好就是弹性波的膨胀波(或
一维应变纵波)波速CL。

  另一族解由方程(7)确定,给出沿同一特征线的3个特征相容条件。首先,当A1=A3=A2=A5=
0,A4≠0时,第3族特征线和沿特征线的相容条件分别为:

dr=0 (9a)

dσr+2dσθ-3K dεr+2dε( )θ =0 (9b)

  其次,当A1=A3=A2=A4=0,A5≠0时,第3族特征线仍为式(9a),但沿特征线的相容条件为

1
2G dσr-dσ( )θ - dεr-dε( )θ +

(σr-σθ)-2Ga(εr-εθ[ ])
2GθM

dt=0 (9c)

  最后,当A1=A3=A5=A4=0,A2≠0时,第3族特征线仍为式(9a),但沿特征线的相容条件为

dεθ=v
rdt

(9d)

  显然,第3族特征线(式(9a))与质点运动轨迹相一致,式(9b)和式(9c)分别是黏弹性本构方程中的

体变律(4a)和畸变律(4b)沿质点运动轨迹的特殊形式,而式(9d)是θ方向连续性条件(1b)沿质点运动

轨迹的特殊形式。

  当松弛时间θM 趋于无穷大时,黏弹性本构方程转化为弹性本构方程,式(8)和(9)就转化为弹性球

面波的特征线方程及其相应的特征线上的相容方程[1]。如再令r趋于无穷大,就简化为一维应变平面

波问题。

  这样,当用特征线法来解线性黏弹性球面波问题时,归结为沿3条特征线(式(8a)和式(9a)联立解

5个特征相容方程(式(8b)和式(9b)~(9d)),共包括5个未知函数σr、σθ、εr、εθ 和v。通常采用差分数值

解法,把特征线和沿特征线相容关系的常微分方程组代之以相应的差分方程,一旦给定初始-边界条件,
就足以解出全部5个变量。

3 线性黏弹性球面波的计算实例

  有机玻璃PMMA是典型的黏弹性材料,其一维黏弹性本构参数已由SHPB实验确定为[1,6]:E0=
2.04GPa,E1=0.897GPa,EM=3.07GPa,θM=95.4μs和ρ0=1.19×103kg/m3。设泊松比ν=0.35,
与应变率无关。按这些本构参数,已研究过一维杆中黏弹性波的传播特性[1,7]。下面,按这些相同的本

构参数,采用特征线数值计算来分析黏弹性球面波的传播特性。

  初始条件:t=0时各力学量均为零(静止的无扰动状态)。边界载荷条件:在内壁球径r0=50mm
处受到升时为10μs的恒速冲击(v=80m/s),如图3所示,这是为了便于与一维杆中黏弹性波的计算

结果作对比[1,7]。
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图3 黏弹性球面波波传播的3族特征线

Fig.3Threesetsofcharacteristics
forviscoelasticsphericalwaves

图4PMMA中黏弹性球面质点速度波

Fig.4Particlevelocityprofilesofviscoelasticspherical
wavesinPMMA

图5PMMA中黏弹性球面径向应力波

Fig.5Radialstressprofilesofviscoelasticspherical
wavesinPMMA

图6PMMA中黏弹性球面周向应力波

Fig.6Circumferentialstressprofilesofviscoelasticspherical
wavesinPMMA

图7PMMA中黏弹性球面径向应变波

Fig.7Radialstrainprofilesofviscoelasticspherical
wavesinPMMA

图8PMMA中黏弹性球面周向应变波

Fig.8Circumferentialstrainprofilesofviscoelasticspherical
wavesinPMMA
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  特征线数值计算得到的不同球径ri 处的质点速度波剖面v(ri,t)、径向应力波剖面σr(ri,t)、环向应

力波剖面σθ(ri,t)、径向应变波剖面εr(ri,t)和环向应变波剖面εθ(ri,t)分别如图4~8所示,图中各曲线

从左到右依次对应于ri=50,56,75,100,150mm处的波剖面。图中还用虚线给出了相应的线弹性球面

波的计算结果(相当于θM 趋于无穷大),以供比较。

  由图4可见,随着黏弹性球面波的发散传播,质点速度波剖面v(ri,t)的峰值显著地衰减;而且即使

在恒速边界条件下,各个位置ri 处的v(ri,t)波剖面在到达峰值后,都呈现类似于应力松弛的随时间逐

渐降低的现象。由图5中黏弹性球面波与线弹性球面波的对比可见,如所预期,径向应力波剖面σr(ri,

t)呈现与图4对应的应力松弛现象。径向应变εr(ri,t)波剖面则显示相反的类蠕变特性,即:即使在恒

速边界条件下各个位置ri 处的径向应变εr(ri,t)仍然随时间不断地增加,如图7所示。这些现象都与

式(8b)中包含的dr/(CLθM)项有关。另一个值得关注的则是:周向应力σθ(ri,t)波剖面在经历短暂的压

缩状态后,转变为愈来愈大的拉伸应力,如图6所示;而周向应变εθ(ri,t)波剖面从一开始就进入拉伸状

态,并且随时间直线般增大,如图8所示,成为导致介质拉伸失效的主要原因。这些现象都与式(8b)中
包含的dr/r项有关。

4 强间断黏弹性球面波的传播特性

  爆炸冲击波一般具有一个陡峭的波阵面,通常按强间断波阵面来看待,需要专门处理。

  对于以波速D 传播的强间断球面波,根据波阵面上位移连续条件和动量守恒条件,注意到u连续

时εθ 也必连续(式(1b)),则由强间断平面波导出的强间断面上运动学相容条件和动力学相容条件对于

球面波仍然成立,即对于垂直于球面波波阵面方向的质点速度v、径向应力分量σr 和径向应变分量εr,
其间断突跃值(以[]表示)之间有如下的相容性关系:

[ ]v =∓D ε[ ]r (10a)

σ[ ]r =∓ρ0 [ ]D v (10b)

  在本文中所讨论的线性黏弹性球面波情况下,D=CL(式(8a))。可见在数学表达形式上和一维应

变平面波中的完全一样[1]。球面扩散的影响主要表现在间断值[σr]、[v]和[εr]在球面强间断波的传播

过程中是变化的,即使波阵面的前方是未扰动状态。

  对于原先处于静止、未扰动状态的介质,设在其球形内腔壁r=r0上突加一恒值载荷σr0,相应的初

始条件和边界条件为:

ur,( )0 =vr,( )0 =σr r,( )0 =σθr,( )0 =0   r0 <r< ¥

σr r0,( )t =σr0               t≥{ 0
(11)

  这时,沿图3中r0A 线右行传播的是黏弹性强间断球面波,应满足式(10),即有:

v=- σr

ρ0CL
(12a)

εr=-v
CL

= σr

ρ0C2L
= σr

K +43G
= 3σr

3K+4G
(12b)

  再考虑到沿r0A 线为了满足位移连续条件u=0,有

εθ=u
r =0 (12c)

  注意到跨过强间断黏弹性波阵面的力学响应(应变率趋于无穷大)只能是瞬态弹性响应,式(4a)和
(4b)分别简化为弹性球面波的弹性体变律和弹性畸变率(相当于θM 趋于无穷大),由此知沿r0A 线有:

σθ=
K-23G

K +43G
σr= ν

1-νσr,   σr-σθ= 6G
3K+4Gσr= 2G

K +43G
σr (12d)

  另一方面跨过强间断黏弹性波阵面r0A,其右侧本身又是特征线,因而沿右行波特征线r0A 还应满
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足特征线上微分形式的相容关系(式(8b))

dσr=ρ0CKdv-23
(σr-σθ)-2Ga(εr-εθ[ ])

CKθM
dr-2 σr-σ( )θ - K-23

æ

è
ç

ö

ø
÷G v
C

é

ë
êê

ù

û
úú

K

dr
r

  这时,注意到按式(12a)~(12d)有:

(σr-σθ)-2Ga(εr-εθ[ ])=2Gσr

ρ0C2K
-2Gaσr

ρ0C2K
=2GMσr

ρ0C2K
(12e)

σr-σ( )θ - K-23
æ

è
ç

ö

ø
÷G v
C

é

ë
êê

ù

û
úú

K
=2Gσr

ρ0C2K
+ 3K-2( )Gσr

3ρ0C2K
=

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷Gσr

ρ0C2K
=σr (12f)

  把上述各式代入式(8b),消去v、εr、εθ和σθ后,有

dσr=-dσr-23
2GMσr

ρ0C3KθM
dr-2σr

dr
r

  经过整理后,有

dσr

σr
=- 2GM

3K+4( )G CKθM
dr-drr

(13)

上式右端第1项反映本构黏性效应(与θM 相关),而第2项反映球面扩展效应(与r相关)。

  对上式积分,利用r=r0 处σr=σr0的边界条件,可得σr 沿r0A 的衰减规律为

σr=
σr0r0exp - 2GM

3K+4( )G CLθM
r-r( )

é

ë
êê

ù

û
úú0

r =σr0r0exp -αr-r( )[ ]0

r
,α= 2GM

3K+4( )G CLθM
(14)

上式表明σr 既随r的增大成反比地衰减,又按衰减因子α呈指数型衰减。由式(12)知,强间断线性黏弹

性球面波波阵面上的σθ、εr 和v 均与σr 成正比(εθ=0),所以它们也以同样的规律衰减。

  当θM 趋于无穷大时,黏弹性材料转化为弹性材料,上式转化为

dσr

σr
=-drr

(15a)

这正好是描述强间断弹性球面波衰减的已知公式[1]。利用r=r0 处σr=σr0的边界条件,可得σr 沿r0A
的衰减规律为:

σr=σr0r0
r
,   或lgσr=A0-lgr (15b)

上式表明在对数坐标中lgσr 与lgr有斜率为-1的直线关系,其截距A0=lg(σr0r0)。

  当r趋于无穷大时,球面波解转化为平面波解,式(13)转化为描述强间断黏弹性平面波衰减的公式

dσr=- 2GM

3K+4( )G CKθM
σrdr (16a)

  利用r=r0 处σr=σr0的边界条件,可得这时σr 沿r0A 的衰减规律为:

dσr

σr
=dlgσr=- 2GM

3K+4( )G CKθM
dr=-αdr

σr=σr0exp - 2GM

3K+4( )G CKθM
r-r( )

é

ë
êê

ù

û
úú0 =σr0exp -αr-r( )[ ]0

α= 2GM

3K+4( )G CKθM
(16b)

  或者注意到r=CKt,r0=CKt0,也可改写为

σr=σr0exp -αCK t-t( )[ ]0 (16c)
上式表明这时σr 呈指数式衰减,以α为衰减因子。由式(12)知,强间断黏弹性球面波波阵面上的σθ、εr

和v 与σr 成正比,所以它们也都有同样的衰减规律。

  对比式(14)、(15b)和(16b)可知,强间断黏弹性球面波的衰减既不同于强间断弹性球面波的衰减

只归因于几何扩散效应,也不同于强间断黏弹性平面波的衰减只归因于本构黏性效应,而是2种效应的
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共同作用。这种差别在衰减的早期尤为明显。有学者观察到黏弹性球面波的衰减早期与1/r2 成正比,
而后期与1/r成正比[3],其实,更确切的衰减特性可以用式(14)来解析地表述。

5 强间断线性黏弹性球面波的计算实例

  仍以有机玻璃PMMA为例,用特征线法对强间断黏弹性球面波的传播特性进行研究。初始条件

为:t=0时各力学量均为零(静止的无扰动状态)。参照王占江等[8]对PMMA中一系列球面波质点速

度波形的实验测试结果,边界载荷条件取为:在内壁球径r0=5mm处受到突加载荷(强间断),随后呈

指数衰减,即

vt=vt0exp-t+0.4
2.

æ

è
ç

ö

ø
÷

2 -100   vt0=675m/s,t≥0μs

  计算中采用的PMMA一维黏弹性本构参数,除了EM、θM外均与前一算例相同,即:E0=2.04GPa,

E1=0.897GPa,EM=3.87GPa,θM=2.05μs和ρ0=1.19×103kg/m3。设泊松比ν=0.35,与应变率

无关。选用不同的θM,是考虑到图9所示实测衰减特性而予以调整的。特征线数值计算得到的不同球

径ri处的质点速度波剖面v(ri,t)、径向应力波剖面σr(ri,t)、环向应力波剖面σθ(ri,t)、径向应变波剖面

εr(ri,t)和环向应变波剖面εθ(ri,t)分别如图10~14所示。图中各曲线从左到右依次对应于ri=5.0,

5.6,7.5,10.0,15.0mm处的波剖面。图中还用虚线给出了相应的线弹性球面波的结果(相当于θM趋

于无穷大),以供比较。

图9PMMA中实测球面质点速度波

Fig.9Particlevelocitiesprofilesofexperimental
sphericalwavesinPMMA

图10PMMA中黏弹性球面质点速度波

Fig.10Particlevelocitiesprofilesofviscoelastic
sphericalwavesinPMMA

图11PMMA中黏弹性球面径向应力波

Fig.11Radialstressprofilesofviscoelastic
sphericalwavesinPMMA

图12PMMA中黏弹性球面周向应力波

Fig.12Circumferentialstressprofilesofviscoelastic
sphericalwavesinPMMA
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图13PMMA中黏弹性球面径向应变波

Fig.13Radialstrainprofilesofviscoelastic
sphericalwavesinPMMA

图14PMMA中黏弹性球面周向应变波

Fig.14Circumferentialstrainprofilesofviscoelastic
sphericalwavesinPMMA

  把这一组图与图4~8那组图相比,“突加载荷+指数衰减”形式的边界条件明显影响黏弹性球面波

的传播图像,表现在:黏弹性球面波应力和质点速度峰值明显低于线弹性球面波的,并衰减得更快;质点

速度出现了由正转负、径向应力也出现由压转拉的现象;环向应力由压转拉后不再是单调增大,而是达

到一定最大值后转向减小;同样,径向应变和环向应变也不再是单调增大,而是达到一定最大值后转向

减小。尤其值得关注的是,特征线数值模拟得到的质点速度波剖面v(ri,t)(图10)与实测曲线(图9)在
外观上十分接近。这为如何从实测波剖面系列曲线来反推黏弹性本构参数提供了启示。

6 结 论

  (1)黏弹性球面波控制方程中,质量守恒方程和动量守恒方程是普遍适用的,关键是建立适当的本

构关系。本文中基于ZWT黏弹性本构方程,建立了体现高应变率效应的黏弹性球面波的控制方程组,
包含5个偏微分方程,解5个未知量v、σr、σθ、εr和εθ。

  (2)采用特征线法,把黏弹性球面波控制方程组的5个偏微分方程转化为沿3族特征线的5个常微

分方程,数学上更易于求解,物理上图像更清晰。

  (3)特征线数值分析显示,黏弹性球面波的衰减和弥散程度强于线弹性球面波。球面扩散引起的环

向拉应力和环向拉应变是导致介质拉伸破坏的主因,而本构黏性特性能够缓和这一效应。

  (4)导出了强间断黏弹性球面波衰减特性的解析表达式,它是几何扩散效应和本构黏性效应两者共

同作用的后果。沿强间断波阵面,σr、σθ、εr和v 均遵守此相同的衰减规律(εθ=0)。

  (5)本构黏性特性和边界条件中卸载特性明显影响黏弹性球面波的传播图像,工程应用中应重视。

  本研究尚限于线性黏弹性适用的情况,文中给出的数值计算示例更主要是起到以数例来阐明本理

论和分析方法的作用,或者可看作非线性问题的一个线性化的工程近似处理。实际上,在更高载荷、更
大应变下应计及本构非线性的影响。
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Characteristicsanalysesoflinearviscoelasticsphericalwaves*

LaiHua-wei1,WangZhan-jiang2,YangLi-ming3,WangLi-li3
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andHydropowerCollege,Hangzhou310018,Zhejiang,China;

2.NorthwestInstituteofNuclearTechnology,Xi’an710024,Shaanxi,China;

3.MechanicsandMaterialsScienceResearchCenter,NingboUniversity,
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Abstract:BasedontheZWTviscoelasticconstitutiverelation,thegoverningequationswhichreflect
high-strain-rateeffects,forviscoelasticsphericalwavesareestablished,includingfivepartialdifferen-
tialequationstosolvefiveunknownvariablessuchasv,σr,σθ,εrandεθ.Byusingthecharacteristics
method,theproblemisreducedtosolvefiveordinarydifferentialequationsalongthreesetsofcharac-
teristics.Thenumericalresultsbythecharacteristicsmethodshowthatthedegreeofattenuationand
dispersionforviscoelasticsphericalwavesaremoreremarkablethanthoseoflinearelasticspherical
waves.Thetangentialtensilestress/straininducedbythesurfaceextensionofsphericalwavefront
playsasignificantroleintensilefailureofmedium,whiletheconstitutiveviscositycanrelievetheten-
silestress/strain.Ananalyticexpressionfortheattenuationofstrong-discontinuousviscoelastic
sphericalwavefrontisfurtherderived,whichanalyticallyillustratesthatthemoreremarkableattenu-
ationofstrong-discontinuousviscoelasticsphericalwavefrontisresultedfromthecombinedeffectsof
boththegeometricalextensioneffectandtheconstitutiveviscosityeffect.
Keywords:mechanicsofexplosion;viscoelasticity;characteristicsmethod;sphericalwaves;shock
waves;attenuation
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