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基于ZWT方程的线黏弹性球面波分析
*

卢 强1,王占江1,王礼立2,赖华伟3,杨黎明2

(1.西北核技术研究所,陕西 西安 710024;

2.宁波大学力学和材料科学研究中心,浙江 宁波 315211;

3.浙江水利水电高等专科学校市政工程系,浙江 杭州 310018)

  摘要:针对时间尺度为1~100μs的爆炸冲击加载,忽略低频 Maxwell体的松弛效应,同时为简化分析,

忽略非线性弹簧效应项,推导了三维应力状态下的线黏弹性ZWT本构关系。基于球面波的基本动力学方

程,结合ZWT线黏弹性本构关系,得到了以位移u表征的三阶波动方程。利用该方程分析固体介质中线黏

弹性球面波传播过程中的吸收和弥散现象,得知:高频球面波的衰减因子趋于常数,相速趋于高频下的纵波速

度;低频球面波的衰减因子和圆频率ω的平方成正比,其相速趋于低频下的纵波速度;低频球面波的纵波波

速低于高频球面波的纵波波速,两者的比值和介质的泊松比、弹性模量及 Maxwell体弹性模量相关。
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  球面波在固体介质中的传播理论以及球面发散波实验技术对于地下爆炸研究至关重要,众多学者

在球面波理论及实验技术方面开展了大量研究工作。

  在理论方面,F.G.Blake[1]和Y.L.Lunts[2]对球形弹性波和弹塑性波在固体介质中的传播理论进

行了研究。A.Phililips等[3]和 M.P.Zabinski等[4]基于黏弹塑性本构方程对加、卸载条件下球面波在

黏弹塑性介质中的传播进行了讨论。E.A.Koshelev[5]采用了 Maxwell体作为黏弹性介质的本构描述

对球形应力波的传播进行了理论推导,讨论了在球形空腔边界上施加形式p(t)=Bte-βt(B、β为常数)
的压力边界时的解析解,而S.Banerjee等[6]采用Kelvin-Voigt体描述黏弹性介质,分析了球对称的热

黏弹性波的传播特性。李孝兰[7-8]对弹性固体介质中的球形空腔爆炸理论进行了较详尽的分析,所得结

果对于实验研究具有重要指导作用。林英睿等[9-10]则以花岗岩中实测球面波粒子速度波形为基础,采
用拉格朗日分析方法对花岗岩的本构进行了研究,得到了一些初步结论。刘文韬等[11]采用含损伤的弹

塑性本构模型,对封闭式地下核爆炸波的传播规律也展开了研究,针对Piledriver地下核实验[12]进行了

数值模拟,得到的压力和速度峰值衰减、质点位移和速度波形以及爆炸空腔都与文献[13]中的模拟结果

较接近。周钟[14]基于混合物理论建立了水饱和岩石的本构模型,对Piledriver地下核爆[12]的自由场运

动进行了数值模拟,系统研究了含水花岗岩中地下爆炸波的传播规律及地下爆炸震源函数的特征。

  在球面发散波实验技术方面,利用微型炸药球实现球面发散波加载,已成为模拟地下爆炸中介质的

应力应变状态最有效的实验技术[15]。R.P.Swift[16]、H.C.Rodean等[17]研制了用于模拟地下爆炸加载

的微型炸药球并发展了粒子速度、应力测试技术,一直在持续地开展空腔解耦爆炸动力学现象及解耦系

数的理论及数值模拟研究工作,结合实验数据(粒子速度和应力测量波形)[15]和拉格朗日分析方法[18]

或其他研究方法深入研究了核爆炸现场岩体和土体中应力波的演化规律和介质的动态本构关系。王武

林等[19]开展了球面波化爆实验,建立了以“∏”形电磁粒子速度计和压电晶体应力计为测量手段、以微

秒电雷管起爆的直径为30mm 的铸装炸药球作为波源的室内岩石球面波化爆实验装置。王占江

等[20-21]利用0.125gTNT当量的微型炸药球技术及圆环型粒子速度测试技术得到了部分典型地质介
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质中关于球形填实或空腔爆炸的重要实验结果。自20世纪90年代以来,确定能提供球面发散波路径

效应的实验技术和理论研究方法已成为地震核查等研究领域的基础性课题。在地下爆炸研究中,承载

波传播的介质往往是地质介质,而大部分地质材料在低应力区具有一定的黏弹性力学行为。为了认识

介质本身的黏弹性行为对球面波传播的影响,本文中基于线黏弹性ZWT本构方程[22]分析球面波动力

学方程,讨论黏弹性固体介质中球形发散波的传播行为及演化规律。

1 线黏弹性ZWT本构方程

  ZWT本构模型[22]由一个非线性弹簧、一个低频 Maxwell体和一个高频 Maxwell体并联组成,如
图1所示。众多研究表明,ZWT本构方程能够描述高聚物类介质等从准静态到爆炸冲击载荷下(应变

率10-4~103s-1)的力学响应[23]。朱珏等[24]、陈江瑛等[25-26]、陶俊林等[27]的研究表明,ZWT本构方程

能够在一定程度上描述水泥砂浆、混凝土、岩石等介质的黏弹塑性力学行为。在图1中,假定f(ε)=
E0ε,即不考虑非线性项,E0 是线性弹性常数,θ1 和θM 分别表示低频和高频 Maxwell体的松弛时间。
对大多数介质,θ1 的量级通常是10~102s,θM 的量级通常是10-4~10-6s[23]。对时间尺度为1~102μs
的爆炸冲击载荷,ZWT本构关系中可忽略低频 Maxwell体的松弛效应,则ZWT本构方程可表示为:

σ=Eaε+EM∫
t

0
ε
·
e-t-τθMdτ (1)

式中:Ea=E0+E1。可以看出,式(1)给出的线黏弹性ZWT本构方程实际是一个标准线性固体模型,即
一个线性弹性体和一个高频 Maxwell体的并联,如图2所示。

图1 非线性黏弹性ZWT本构模型

Fig.1Non-linearvisco-elasticZWTconstitutivemodel

图2 线性黏弹性ZWT本构模型

Fig.2Linearvisco-elasticZWTconstitutivemodel

  为精确描述球面波加载下的三维应力状态,需将上述式(1)表示的本构方程扩展至三维状态。在各

项同性及体积无黏性假设下,参考三维弹性本构关系的推导[28-30],则容变律可表示为:

σr+2σθ=Ea+EM

1-2μ
(εr+2εθ) (2)

  以率形式表示的容变律方程为:

σr
·
+2σθ

·
=Ea+EM

1-2μ
(εr
·
+2εθ

·) (3)

  以率形式表示的畸变律方程为:

σr
·
-σθ

·
=Ea+EM

1+μ
(εr
·
-εθ

·)-
σr-σθ- Ea

1+μ
(εr-εθ)

θM
(4)

  令K=Ea+EM

3(1-2μ)
,G=Ea+EM

2(1+μ)
,Ga= Ea

2(1+μ)
,GM=G-Ga,E=Ea+EM ,则线黏弹性ZWT本构

方程容变律及畸变律的率形式可以分别写为:

σr
·
+2σθ

·
=3K(εr

·
+2εθ

·) (5)

σr
·
-σθ

·
=2G(εr

·
-εθ

·)-σr-σθ-2Ga(εr-εθ)
θM

(6)
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  至此,球坐标下线黏弹性ZWT本构方程的微分形式已得到,可用于黏弹性球面波波动方程的推导。

2 黏弹性球面波波动方程及其谐波解

  介质在球面波加载下的应力状态是三维应力应变状态,不同于一维应变或一维应力状态。在球坐

标下,以位移u表示的应变分量分别为:

εr=∂u∂r

εθ=εφ =u
r

εrθ =εrφ =εθφ =

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï 0

(7)

  球面波加载下平衡方程可以表示为:
∂σr

∂r+2
(σr-σθ)

r =ρ0
∂2u
∂t2

(8)

  下面将结合式(2)、(5)~(8)来推导基于ZWT线性黏弹性本构方程的球面波波动方程。由式(2)
和(5)能够得到:

σθ=3K
(εr+2εθ)-σr

2
(9)

σθ
·
=3K

(εr
·
+2εθ

·)-σr
·

2
(10)

  把式(9)及(10)代入式(6),得到:

σr
·
=K(εr

·
+2εθ

·)+43G
(εr
·
-εθ

·)-
σr-K(εr+2εθ[ ])-43Ga(εr-εθ)

θM
(11)

  将式(11)对物质坐标r求导,式(8)对坐标t求导,令εv=εr+2εθ,εs=εr-εθ,则:

K∂
2εv
∂t∂r+43G

∂2εs
∂t∂r+

K∂εv∂r+43Ga
∂εs
∂r

θM
-ρ0

∂3u
∂t3 -

3K∂εv∂t
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

r
rθM =r∂σr

∂r-3θM∂σr

∂t
(12)

3K∂εv∂t+43G
∂εs
∂t-

1
3ρ0r

∂2u
∂t2 -43Gaεs

θ

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

M

θM =3θM∂σr

∂t-r∂σr

∂r
(13)

  把式(12)、(13)相加并整理,得到以位移u表征的波动方程:

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
∂∂

2u
∂r2 +2r

∂u
∂r-2r2

æ

è
ç

ö

ø
÷u

∂t θM + K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a
∂2u
∂r2 +2r

∂u
∂r-2r2

æ

è
ç

ö

ø
÷u -

ρ0
∂3u
∂t3θM -ρ0

∂2u
∂t2 =0 (14)

  由式(14)可以看出,基于线黏弹性ZWT本构方程得到的线黏弹性球面波波动方程是一个三阶方

程。文献[23]中给出的标准线性固体杆中的黏弹性纵波方程和式(14)较相似,若在此基础上考虑球面

波的几何效应,便可得到式(14)。为简化分析,定义

u=
∂ψæ

è
ç

ö

ø
÷

r
∂r =1r

∂ψ
∂r-1r2ψ

ψ和弹性波理论中折合位移势的定义相同,将上式代入式(14),整理得:

∂
∂r
∂
∂t K+43

æ

è
ç

ö

ø
÷GθM

∂2ψ
∂r2

1æ

è
ç

ö

ø
÷

r -ρ0θM
∂2ψ
∂t2

1æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úúr + K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a
∂2ψ
∂r2

1æ

è
ç

ö

ø
÷

r -ρ0
∂2ψ
∂t2

1æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú{ }r =0  (15)

  由式(15)可以看出,大括号内的表达式对物质坐标r的导数为0,则:

∂
∂t

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷GθM
∂2ψ
∂r2 -ρ0θM

∂2ψ
∂t

é

ë
êê

ù

û
úú2 + K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a
∂2ψ
∂r2 -ρ0

∂2ψ
∂t

é

ë
êê

ù

û
úú2 =rg(t) (16)
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式中:g(t)是满足式(16)的某一时间t的函数,令ψ* =rF(t),代入式(16),有:

ρ0θM
∂3F(t)
∂t3 +ρ0

∂2F(t)
∂t2 =-g(t) (17)

  式(17)是三阶常系数偏微分方程,总能找到一个F(t)满足它,则ψ*=rF(t)是式(16)的一个特解。

可以看出,特解ψ* =rF(t)不影响对位移u的计算,分析式(16)中ψ的性质时可只考虑齐次方程,即:

∂
∂t

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷GθM
∂2ψ
∂r2 -ρ0θM

∂2ψ
∂t

é

ë
êê

ù

û
úú2 + K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a
∂2ψ
∂r2 -ρ0

∂2ψ
∂t

é

ë
êê

ù

û
úú2 =0 (18)

  可以证明,谐波解ψ=Aei(ωt-k1r)满足式(18),由于ω已确定是实数,则令k1=k+iα,得:

- K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷GθM k2-α( )2 ωi+ρ0θMω3i-2K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a kαi+2K+43

æ

è
ç

ö

ø
÷GθMkαω-

K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a k2-α( )2 +ρ0ω2=0 (19)

  若式(19)成立,则:

k2α2= ρ0ω( )2 2
K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a θMω- K+43

æ

è
ç

ö

ø
÷GθMω

2 K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
2

θ2Mω2+ K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a

é

ë
êê

ù

û
úú

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

2

2

=b

k2-α2=ρ0ω2

2K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G

K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a θ2Mω2- K+43

æ

è
ç

ö

ø
÷Gθ2Mω2

2 K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
2

θ2Mω2+ K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a

é

ë
êê

ù

û
úú

2 +1

K+43Ga

=

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ïï

c

(20)

  由式(20)能够得到:

α2= c2+4b-c
2

k2= 2b
c2+4b-

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï c

(21)

  至此,得到满足式(18)的谐波解ψ=Ae-αrei(ωt-kr),α、k可由式(21)得到。

3 线黏弹性球面波的吸收和弥散现象

  应力波在传播过程中幅值随传播距离的增加而衰减的现象称为吸收现象,波在传播过程中形状的

变化称为弥散现象。为研究线黏弹性球面波的吸收和弥散现象,对式(21)作进一步分析,则式(21)中的

b、c可简化为:

b=
ρ0ω2

2K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
2

θM

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
úω

2

-43GM
æ

è
ç

ö

ø
÷d
2

c= ρ0ω2

K+43Ga

1- 4GM

3K+4G
æ

è
ç

ö

ø
÷

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

d
(22)

式中:d= 1+
K+43G

æ

è
ç

ö

ø
÷a

2

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
2
1

θ2Mω

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

2

-1

。

  对于高频球面波,当θMω≫1时,d→1,则对 c2+4b-c作一阶近似为:

c2+4b-c≈
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1
2

ρ0ω2

K+43G

1

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G
2

θM

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úúω

2

1

K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a

2 1- 4GM

3K+4
æ

è
ç

ö

ø
÷

G
2 -43G

æ

è
ç

ö

ø
÷M

2

=

1
2ρ0

(4GM)2

K+43
æ

è
ç

ö

ø
÷G (3K+4G)2θ2M

(23)

  再令C2h=
K+43G

ρ0
(高频纵波波速),则:

αθMω≫1=
2GM

3ρ0C3hθM

kθMω≫1=
ω
C

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

h

(24)

  对于低频球面波,当θMω≪1时,式(20)可简化为:

k2α2 ≈ (ρ0ω2)2
-43GM

2K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

2

2

θ2Mω2=b

k2-α2 ≈ ρ0ω2

K+43Ga

1+
-43GM K+43

æ

è
ç

ö

ø
÷G

K+43G
æ

è
ç

ö

ø
÷a

2 θ2Mω

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

2 =

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

c

(25)

  则对式(25)作一阶近似,令C2l=
K+43Ga

ρ0
(低频纵波波速),不难得出:

αθMω≪1=
2GMθM
3ρ0C3l

ω2

kθMω≪1=
ω
C

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

l

(26)

  由式(24)可以看出,高频球面波的衰减指数趋于常值α¥,线黏弹性ZWT本构方程中的 Maxwell
体是导致球面波衰减的重要因素。衰减指数α¥ 的大小由材料的密度ρ0、高频纵波波速Ch、Maxwell体

松弛剪切模量GM 以及松弛时间θM 决定。高频球面波的相速ω/k趋于高频弹性纵波波速Ch,其大小和

线黏弹性ZWT本构方程中 Maxwell体的黏壶系数无关。高频球面波的上述结果和赖华伟等[28-29]以特

征线法得到的结果是相同的。由式(26)可以看出,低频球面波的衰减指数和ω2 成正比,比例因子由材

料的密度ρ0、低频纵波波速Cl、Maxwell体松弛剪切模量GM 以及松弛时间θM 决定。低频球面波的相

速ω/k趋于低频弹性纵波波速Cl,其大小也和线黏弹性ZWT本构方程中Maxwell体的黏壶系数无关。
由式(24)及(26)总能得出:

Cl
Ch

= 1-2
(1-2μ)
3(1-μ)

EM

E
(27)

  可以看出,低频和高频下的纵波速度比和介质的泊松比μ、ZWT单元弹性模量E 及 Maxwell体单

元的弹性模量EM 相关。需要强调的是,对于球面波的衰减及波形弥散效应,除本构引起的外,还存在

几何因素的影响,此处没有讨论几何因素的影响。

  不同介质有不同的衰减曲线,选择黄土作为示例材料,其ZWT本构参数[31]为:ρ0=1.80t/m3,Ea

=1.602GPa,EM=0.325GPa,θM=21.0μs,μ=0.25。设ω0=1/θM,通过式(21),图3给出了黄土中球

面波的衰减因子α随频率ω/ω0 变化的关系曲线。可以看出,当θMω≫1时,α¥ 趋于常数,常数值和由式
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(24)计算得到的值一致。当θMω≪1时,由式(26)可知,衰减因子和ω2成正比,图3中的直线即式(26)
确定的衰减因子随频率的变化关系,在低频段其和式(21)确定的衰减因子随频率的变化关系基本重合。
考虑黏弹性介质中球面波的弥散效应,同样通过式(21),图4给出了黄土中球面波归一化相速ω/(kCh)
(Ch 代表纵波波速)随频率ω/ω0 变化的关系曲线。可以看出,在线黏弹性介质中高频波的相速和高频

纵波波速一致,低频波的相速和低频纵波波速一致。

图3 黄土中球面波的衰减因子随频率的变化曲线

Fig.3Attenuationfactorofsphericalwaveinloess
variedwithfrequency

图4 黄土中球面波归一化相速随频率的变化曲线

Fig.4Normalizedphasevelocityofsphericalwaveinloess
variedwithfrequency

4 结 论

  对球面波在固体介质中传播特性的研究是地下爆炸研究中的基础性课题,对于认识球面波加载实

验中的某些力学现象至关重要。本文中基于线黏弹性ZWT本构方程,从球面波动力学基本方程出发,
得到了以位移u为变量的三阶波动方程并对线黏弹性介质对球面波的吸收和弥散现象进行了讨论,得
到如下结论:(1)由对式(18)的谐波解ψ=Aei(ωt-kr)的分析可知,高频球面波的衰减因子趋于常数α¥,其
是由材料自身的密度ρ0、高频纵波波速Ch、松弛剪切模量GM 以及松弛时间θM 决定的;(2)低频球面波

的衰减因子αθMω≪1
和圆频率ω的平方成正比,比例因子由材料自身的密度ρ0、低频纵波波速Cl、松弛剪

切模量GM 以及松弛时间θM 决定;(3)低频球面波的相速趋于低频纵波波速,高频球面波的相速趋于高

频纵波波速,其比值与介质的泊松比μ、ZWT单元弹性模量E 及 Maxwell体单元的弹性模量EM 相关。
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Analysisoflinearvisco-elasticsphericalwaves
basedonZWTconstitutiveequation*

LuQiang1,WangZhan-jiang1,WangLi-li2,LaiHua-wei3,YangLi-ming2
(1.NorthwestInstituteofNuclearTechnology,Xi’an710024,Shaanxi,China;

2.MechanicsandMaterialsScienceResearchCenter,NingboUniversity,

Ningbo315211,Zhejiang,China;

3.DepartmentofMunicipalEngineering,ZhejiangWaterConservancyandHydropowerCollege,

Hangzhou310018,Zhejiang,China)

Abstract:Fortheexplosionandshockloadinginthe1-100μstimescale,thelinearvisco-elastic
ZWTconstitutiveequationunderathree-dimensionalstressstatewasderivedbyignoringtherelaxa-
tioneffectofthelow-frequencyMaxwellelementandthenonlinearspringelement.Basedonthebasic
kineticequationofthesphericalwaveandthelinearvisco-elasticZWTconstitutiveequation,thethird-
orderwaveequationdepictedbythedisplacementuwasobtained.Theabsorptionanddispersionphe-
nomenaofthesphericalwavepropagationinthevisco-elasticsolidwereanalyzed.Conclusionsareas
follows:theattenuationfactorofthehigh-frequencysphericalwaveisinclinedtoconstant,andits
phasevelocitytothatofhigh-frequencylongitudinalwave;theattenuationfactorofthelow-frequency
sphericalwaveisindirectproportiontothesquareω2ofthecircularfrequency,anditsphasevelocity
isinclinedtothatofthelow-frequencylongitudinalwave;thephasevelocityofthelow-frequency
sphericalwaveislessthanthatofthehigh-frequencysphericalwave,andtheratiobetweenthemis
relatedtothePoissonratioaswellastheelasticmodulesoftheZWTandMaxwellelements.
Keywords:mechanicsofexplosion;third-orderwaveequation;linearvisco-elasticZWT(Zhu-Wang-
Tang)constitutiveequation;sphericalwave;shockwave;attenuation
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