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  摘要:为了探讨无限弹性土体内圆柱形洞室在突加反平面冲击荷载作用下的瞬态响应,利用Laplace变

换及围道积分逆变换,得到土体位移和应力的一般解析表达式,并给出了数值解。在时域内分析了无限弹性

土体内圆柱形孔洞在轴向荷载作用下的动力响应,并将计算结果与采用拉普拉斯数值反变换得到的结果以

及静力情况下的结果作了比较。研究结果显示:波到达后,该点土体的应力和位移均瞬间增大,随后慢慢减

小,并逐渐趋于静力值;波向外发散传播,并沿半径方向衰减,衰减速度比静力情况的应力衰减慢。
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  深埋洞室常用于地下隧道、流体运输。随着地下交通的发展,地下洞室在外力作用下的动力响应成

为诸多领域的重要课题之一。相关研究者[1-5]利用波函数展开法、积分变换和数值方法等研究了圆柱形

洞室对波的散射和衍射。然而,洞室表面受到突加荷载作用而引起的波的传播问题越来越引起注意。

G.Eason[6-7]、张庆元等[8]和刘国利等[9]运用Laplace变换及其逆变换,得到了球形空腔及圆柱形洞室表

面受均匀且仅为时间的函数的外力作用所引起的弹性波的传播规律及动力响应;H.Herman等[10]、

T.L.Geers[11]和杨俊等[12]基于积分变换研究了无限长圆柱形壳体在突加压力作用下的瞬态动力响应;

M.J.Forrestal等[13]求得了内源Heaviside荷载作用下,以初等函数形式表示的流体介质中无限长弹性

柱壳动力响应的精确解;T.B.Moodie等[14-15]运用积分变换及数值方法,研究了圆柱形洞室表面受突加

外荷载作用时膨胀波的传播,得到了渐进的波震面展开式;N.Akkas等[16],U.Zakout等[17]运用残余变

量法将二阶扩散方程降为一阶,得到了 Heaviside荷载作用下,不同模态下圆柱孔洞的表面位移;

V.R.Feldgun等[18]采用变分差分的方法研究了内爆炸荷载作用下球形和圆柱形孔洞动力响应问题,分
析了弹性波在壳体和土体中的传播;高盟等[19-20]和蔡袁强等[21]采用拉普拉斯变换,得到圆柱形孔洞在

内源荷载作用下的动力响应问题,并运用逆拉普拉斯变换的数值方法,给出了问题的数值解。

  上述研究均是圆柱形或球形洞室表面受到突加的径向外力作用而引起的膨胀波的传播,对洞室表

面受轴向力作用下引起的剪切波的传播的影响比较少。J.B.Haddow等[22-23]用数值的方法研究了非线

性轴向剪切波的传播,分析了洞室表面剪切应力引起的有限振幅方位剪切波的传播;K.Watanabe等[24]

研究了圆柱形各向异性固体在点源SH波入射下的瞬态响应,得到了任意圆柱形各向异性体的一般解

决办法;D.W.Barclay[25-27]采用波震面展开的方法研究了圆柱形洞室表面在轴向剪切应力的作用下轴

向剪切波传播,得到了近似的解析解答。由于数学分析上的困难,对剪切波传播的研究都是基于数值方

法或是半解析的,但是解析解答仍然非常必要。

  本文中,将列车急刹车时对隧道产生的冲击简化为无限弹性体中施加在圆柱形洞室表面沿轴线方
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向的均布荷载,利用Laplace变换,讨论无限弹性土体内圆柱形孔洞在轴线方向冲击荷载的作用下的瞬

态响应,采用围道积分[1]进行Laplace逆变换,求解土体位移和应力的一般解析表达式,并将计算结果

与静力情况下的响应和采用F.Durbin[28]提出的拉普拉斯数值逆变换得出的结果进行比较。

1 计算模型与求解

  将土体视为无限弹性匀质各向同性材料。地下洞室受到刹车荷载力,荷载先传递给衬砌,再由衬砌

传递给外部土体,衬砌的模量远大于土体的模量,因此可以认为冲击通过衬砌均匀地传递给外部土体,
列车急刹车时对洞室产生的冲击近似沿轴线方向的均布荷载。该问题简化为无限空间弹性土体中一半

径为r0 的无限长圆柱形孔洞内部有一沿洞室轴线方向的均布突加荷载τi(t),如图1所示。

图1 计算模型

Fig.1Computationmodel

1.1 控制方程

  作为反平面问题,以位移表示的控制方程为:

∂2w(r,t)
∂r2 +1r

∂w(r,t)
∂r =1v2s

∂2w(r,t)
∂t2

(1)

式中:r为土体中一点到洞室圆心的距离,w(r,t)为土体的轴线方向的位移,vs 为剪切波在弹性土体中

的传播速度,vs=(G/ρs)1
/2,G 为材料的Lame常数,ρs 为土体的密度。

1.2 边界条件和初始条件

  该问题中,应满足在无穷远处应力为0,因此应力τ满足边界条件:

τ=τi(t)    r=r0
τ=0     r={ ∞

(2)

  初始时刻,土体的位移和速度均应为0,因此有初始条件:

w(r,t)=0    t=0
∂w(r,t)
∂t =0    t={ 0

(3)

1.3 求解频域解

  式(1)中同时含有空间变量r和时间变量t,边界条件(3)中包含时间函数τi(t),在物理平面上不易

求解。利用Laplace变换法,可将式(1)写为:

∂2W(r,s)
∂r2 +1r

∂W(r,s)
∂r =s2

v2s
W(r,s) (4)

式中:W(r,s)为w(r,t)关于t的Laplace变换,记为W(r,s)=L[w(r,t)],s为变换参数,s=a+ib,a为

任意正值,且a>ReW。式(4)为零阶虚宗量的Bessel方程,令k=s/vs,则式(4)的通解[29]为:

W(r,s)=C1(s)I0(kr)+C2(s)K0(kr) (5)
式中:I0(kr)、K0(kr)分别为第一类和第二类零阶虚宗量Bessel函数,C1(s)、C2(s)为待定系数,由虚宗

量Bessel函数的渐近性质与递推关系[29],可知C1(s)=0。

  以Heaviside荷载为例,τi(t)=τ0H(t)(其中H(x)为Heaviside函数),L[τi(t)]=τ0/s。经Laplace
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变换后,结合应力位移关系,式(2)变为:

∂W(r,s)
∂r =τ0

Gs
(6)

结合(5)式可得,未知系数C2(s)=τ0/[ksGK1(kr0)],K1(kr0)为第二类一阶虚宗量Bessel函数。

  由以上得到无限弹性土体中圆柱形孔洞反平面内源问题的频域表达式:

W(r,s)=-τ0vs
Gs2

K0(sr/vs)
K1(sr0/vs)

Τ(r,s)=τ0
s

K1(kr)
K1(kr0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï )

(7)

式中:Τ(r,s)=L[τ(r,t)]。

1.4 解析法求解时域解

图2 计算模型

Fig.2Computationmodel

  为了在物理空间内获得时域解,须对频域解施

以Laplace逆变换,记:

D(ζ)=
K0(ζr/r0)
ζ2K1(ζ)

eζγ

E(ζ)=
K1(ζr/r0)
ζK1(ζ)

eζ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

γ

(8)

式中:ζ=kr0,γ=vst/r0。为了计算式(7)的Laplace
逆变换,要选择合适的积分路线。考察 D(ζ)和
E(ζ)的奇异性可知,ζ=0是D(ζ)和E(ζ)的支点,
另外I0(kr)和K0(kr)没有零点,因此采用围道积分

的方法计算式(7)的积分。图2给出了所选取的积

分围道,其中L1 和L5 为半径无穷大的圆弧,L3 为半径趋于0的圆,L2 和L4 为分支割线。

  在积分围道内部,D(ζ)和E(ζ)是解析的,由留数定理知:

∮D(ζ)dζ=∫
ar0/vs+i∞

ar0/vs-i∞
D(ζ)dζ+∫L1

D(ζ)dζ+∫L2
D(ζ)dζ+

∫L3
D(ζ)dζ+∫L4

D(ζ)dζ+∫L5
D(ζ)dζ=2πi∑

m

j=1
Rd

j

∮E(ζ)dζ=∫
ar0/vs+i∞

ar0/vs-i∞
E(ζ)dζ+∫L1

E(ζ)dζ+∫L2
E(ζ)dζ+

∫L3
E(ζ)dζ+∫L4

E(ζ)dζ+∫L5
E(ζ)dζ=2πi∑

m

j=1
Re

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï j

(9)

式中:Rd
j 和Re

j 分别为D(ζ)和E(ζ)的留数。

  可以证明[1]:

∫L1+L5
D(ζ)dζ=0,    ∫L1+L5

E(ζ)dζ=0 (10)

  沿L3 计算积分。ζ=ρeiθ。应用虚宗量Bessel函数的近似公式[30],当ρ→0时,K0(ζ)~-ln(ζ/2),

K1(ζ)~1/ζ。根据留数定理[29],D(ζ)和E(ζ)沿L3 的积分可以写成:

∫L3
D(ζ)dζ~-∫L3

ln(rζ/2r0)
ζ

eζγdζ=-2πilim
ζ→0
lnrζ
2r0

∫L3
E(ζ)dζ~∫L3

r0
rζ
eζγdζ=-2πir0

ì

î

í

ï
ï

ï
ï r

(11)

  计算D(ζ)和E(ζ)沿分支割线L2 和L4 的积分。沿L2 和L4,ζ=ρe±iπ=-ξ,对于ρ>0,Kν(-ξ)=
(-1)-νKν(ξ)∓iπIν(ξ)

[1],其中Kν(ξ)和Iν(ξ)为ν阶虚宗量贝赛尔函数。由此得到:
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∫L2+L4
D(ζ)dζ=∫

-∞

0

2πi[K1(ξ)I0(ξr/r0)+K0(ξr/r0)I1(ξ)]
ξ2[K2

1(ξ)+π2I21(ξ)]
e-ξγdξ

∫L2+L4
E(ζ)dζ=∫

+∞

0

2πi[K1(ξ)I0(ξr/r0)-K1(ξr/r0)I1(ξ)]
ξ[K2

1(ξ)+π2I21(ξ)]
e-ξγd

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ξ

(12)

  根据式(9)~(12)可以得到时域内土体位移和应力的解析表达式:

w(r,t)= -τ0r0
G∫

+∞

0

[K0(ξ(r+δr)/r0)-K0(ξr/r0)]I1(ξ)
ξ2[K2

1(ξ)+π2I21(ξ)]
eξvst/r0dξ-

τ0r0
G∫

+∞

0

K1(ξ)[I0(ξ(r+δr)/r0)-I0(ξr/r0)]
ξ2[K2

1(ξ)+π2I21(ξ)]
eξvst/r0dξ+τ0r0

Gln
r+δr

r

τ(r,t)=τ0∫
+∞

0

K1(ξ)I1(ξr/r0)-K1(ξr/r0)I1(ξ)
ξ[K2

1(ξ)+π2I21(ξ)]
e-ξvst/r0dξ+τ0r0

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï r

(13)

2 数值计算

  用MATLAB计算工具可得到数值解,计算参数如下:孔洞半径r0=6m,τ0=100kPa,G=76MPa,

ρs=1900kg/m3。为方便讨论计算结果,将位移、应力和时间均进行量纲一化处理:

w* =wG/(τ0r0),   τ* =τ/τ0,   t* =tvs/r0 (14)

  图3为r=10,20,30m处土体的应力时程曲线。在反平面阶跃荷载作用下,波的起跳时间为波由

波源传播至该点所需要的时间,当波传播到该点,此处土体的应力和位移瞬间增大并达到最大值,应力

波离开后,该处应力逐渐减小并逐渐趋于稳定值,该稳定值与静力计算结果相吻合。3种不同半径处应

力波起跳时间间隔为弹性波在此段距离传播需要的时间。由于应力波的发散传播,距离波源越远,应力

值越小,这符合弹性波的性质。

  图4为r=10,20,30m处土体位移时程曲线。在波到达之前,该点的位移为零,当波到达时,此处

位移瞬间增大到最大值,随后逐渐减小并趋向于静力响应状态下的位移而保持不变。在r=10,20,30m
处最大量纲一位移分别为0.12504、0.08180和0.06490,相对应的量纲一时间为1.63、3.23和4.90,
由此同样可以得出与图3相同的结论:3种不同半径处位移达到最大值的时间间隔为弹性波在此段距

离传播需要的时间。结合图3可知,应力和位移的变化是同步的,这也符合弹性波动理论中弹性波的传

播性质。

图3 应力时程曲线

Fig.3Stress-timecurves

图4 位移时程曲线

Fig.4Displacement-timecurves

  由图3~4还可以看出,土体应力和位移最后的稳定值分别为被积函数D(ζ)和E(ζ)沿L3 的积分

值,早期解的贡献主要是沿分支割线的积分,这与文献[1]中关于压缩波入射的结论一致。

  图5和图6分别为土体位移和应力的最大值以及静力值随半径的变化规律。由图5~6可以看出,
土体所受动应力和动位移的最大值随距离波源距离的增大呈现衰减趋势,这是由于弹性波的发散传播

的特性,其趋势与静力下的衰减趋势相近,且相同情况下动力响应的衰减更慢,随着传播距离的增大,动
力值与静力值之比越来越大,因此在实际工程中动荷载的破坏性要大得多。
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图5 应力随传播距离的衰减曲线

Fig.5Stressattenuationagainstpropagationdistance

图6 位移随传播距离的衰减曲线

Fig.6Displacementattenuationagainstpropagationdistance

3 计算结果验证

  为了验证本文中计算结果的正确性,用本文中的计算方法和F.Durbin[28]提出的拉普拉斯数值逆

变换分别计算r=10m处的土体的应力和位移,并将2种方法得出的结果做了比较,,如图7~8所示,
可以看出两者吻合较好。

图7 应力时程曲线比较

Fig.7Comparisonofstress-timecurves

图8 位移时程曲线比较

Fig.8Comparisonofdisplacement-timecurves

4 结 论

  利用Laplace变换和围道积分,讨论了土体内圆柱形孔洞的瞬态响应问题,求得了问题的解析表达

式。可以得出以下结论:(1)通过将本文的计算结果与用F.Durbin[28]提出的拉普拉斯数值逆变换的计

算结果和静力结果相比较,验证了本文方法在研究洞室在反平面冲击荷载作用下的瞬态响应时的适用

性和正确性。(2)土体应力和位移最后的稳定值由被积函数沿原点附近小圆的积分值贡献,早期解的贡

献主要是沿分支割线的积分,即初始时刻,分支割线上各点的贡献最大。(3)在波到达之前,该处土体应

力和位移都保持为零,波到达之后,应力和位移瞬间增大到最大值,接着慢慢减小并逐渐趋于稳定值,不
同半径处应力和位移到达峰值的间隔即为弹性波在此段距离传播需要的时间。由于波沿径向发散传

播,距离波源越远,应力和位移值越小,相同的半径处应力和位移值相同。孔洞的该稳定值与静力下的

受力相接近,且应力和位移的变化是同步的。(4)在反平面动荷载作用下,土体动应力和动位移的最大

值随距离波源距离的增大呈现衰减趋势,其趋势与静力值的衰减相近,且相同情况下动力响应的衰减更

慢,因此在实际工程中危害性更大。
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Transientresponseofcavityininfiniteelasticsoiltoanti-planeimpact*
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Abstract:Toexplorethetransientresponseofacylindricalcavityinaninfiniteelasticsoilbodytosud-
denanti-planeimpact,thegeneralanalyticalexpressionsweregivenforthedisplacementandstressof
thesoil,respectively,byusingtheLaplacetransform.Andthecorrespondingnumericalsolutions
werepresented.Inthetimedomain,thedynamicresponsesoftheinfiniteelasticsoiltotheimpact
loadalongtheaxialofthecavitywereanalyzed,andthecomputedresultswerecomparedwiththose
fromthenumericalinversionproposedbyDurbinandthestaticresults.Andtherearesomeunder-
standingsofshearwavepropagationasfollows:thestressanddisplacementofthesoilcanincreasein-
stantaneouslywhentheshearwavearriveshere,thendecreasegraduallyandtendtothestaticvalues;

theshearwavespreadsoutwardandattenuatesalongtheradialdirections,theattenuationrateislow-
erthanthatunderstaticconditions.
Keywords:solidmechanics;dynamicresponses;Laplacetransform;cylindricalcavity;anti-plane;

impactload
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