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冲击载荷作用下矩形薄板的弹性动力屈曲
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暋暋摘要:为了研究冲击载荷作用下考虑应力波效应弹性矩形薄板的动力屈曲,根据动力屈曲发生瞬间的能

量转换和守恒准则,导出板的屈曲控制方程和波阵面上的补充约束条件,真实的屈曲位移应同时满足控制方

程和波阵面上的附加约束条件。满足上述条件,建立了该问题的完整数值解法,对屈曲过程中冲击载荷、屈曲

模态和临界屈曲长度之间的关系进行研究,定量计算了横向惯性效应对提高薄板动力屈曲临界应力的贡献。

研究表明:板的厚宽比一定时,临界屈曲长度随冲击载荷的增大而减小;由于屈曲时的横向惯性效应,应力波

作用下薄板一阶临界力参数是相应边界板的静力失稳临界力参数的1.5倍;随着边界约束逐渐减弱,板临界

力参数逐渐减小,动力特征参数逐渐增大。
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暋暋作为工程结构主要单元之一,板在冲击载荷作用下的动力屈曲问题一直受到人们的普遍关注。已

有的研究[1灢4]中,大多要求板具有某种形式的初缺陷,且假定屈曲发生时结构中各截面处于均匀的轴向

受力状态,针对的是冲击载荷的后期效应,此时考虑结构的整体屈曲,忽略了应力波效应。近年来,利用

金属夹心构件的失稳吸能提高结构抗冲击性能的研究,受到了重视[5灢7],在抗冲击机理研究中,需考虑在

应力波作用下的动力屈曲和后屈曲问题。D.G.Vaughn等[8灢9]的研究表明,高速冲击下板中应力波的传

播与屈曲的发生是耦合的。考虑应力波效应,施连会等[10]、韩大伟等[11]对阶跃载荷作用下薄板弹性动

力屈曲进行了研究,假设屈曲模态沿y方向为半个正弦波,将问题转化为一维问题进行求解,然而该方

法只能求解垂直于应力波传播方向板的两个边界为简支约束的情况,对于其他边界条件则无法求解。
本文中,根据动力屈曲瞬间的能量率守恒准则,导出应力波作用下矩形薄板动力屈曲控制方程和波

前附加约束条件;采用有限元离散建立求解冲击载荷作用下考虑应力波效应薄板弹性动力屈曲问题的

完整解法,定量计算横向惯性效应对提高薄板动力屈曲临界应力的贡献,揭示屈曲模态与冲击载荷和临

界屈曲长度之间的关系,为薄板后屈曲问题的求解提供参考。

1暋动力屈曲平衡方程

图1 矩形薄板受冲击载荷作用

Fig.1 Therectangularthinplate
subjectedtoin灢planeimpactload

暋暋在图1所示矩形薄板,建立直角坐标系。薄板长度为a,
宽度为b,厚度为h,材料密度为氀,弹性模量为E,材料屈服极

限为氁s。假定在时刻t0=0,平板左端作用一个面内冲击载荷

Nx(Nx 表示沿受载端y 方向单位长度的线载荷,并设 N1<
氁sh),同时由载荷 Nx 引起的弹性压缩波开始向板的右端传

播。弹性波波速c= E/氀,弹性波阵面到达固定端前,板中

压应力覆盖区域如图1所示。假设压应力波在右端反射前结

构发生动力屈曲,在此阶段的任意时刻t,弹性波阵面离开受

载端的距离为l=ct,t曑a/c。
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暋暋板在屈曲前保持平面状态,与应力波传播方向垂直的截面上应力均匀分布。记临界屈曲的时间为

t0,用ux,y,t( )0 ,w x,y,t( )0 =0表示板在t0 时刻的真实位移。记t1 为屈曲发生的时间,t1=t0+殼t,殼t
为时间的一个微小增量,屈曲时板的面内位移为u* x,y,t( )1 、v* x,y,t( )1 ,横向位移为w* x,y,t( )1 。

由文献[12],如果用广义坐标qs ( )t 给定系统在真实运动中的位置,若系统的真实运动与邻近运动

的位形属于同一时刻,用q*
s ( )t 表示广义坐标qs ( )t 的邻近位形,则有毮qs=q*

s ( )t -qs ( )t ,其中毮qs 即是

广义坐标qs ( )t 的等时变分。若系统的真实运动与邻近运动的位形不属于同一时刻,用q*
s t+殼( )t 给定

系统在邻近运动中无限接近,为约束所允许的位置,当只考虑一阶小量时,有:

q*
s t+殼( )t =q*

s ( )t +晍q*
s ( )t 殼t=qs ( )t +毮qs+晍q*

s ( )t 殼t (1)

暋暋以下,将通过t1-t0 时刻结构能量变化率守恒原理建立屈曲控制方程,为方便计算,假设板在同一

时刻t0 存在一个等时的邻近位形,为u* x,y,t( )0 、v* x,y,t( )0 、w* x,y,t( )0 。由等时变分原理可得

毮w=w* t( )0 -wt( )0 ,毮u=u* t( )0 -ut( )0 ,毮v=v* t( )0 -vt( )0 。以下记毮w=w1,毮u=u1,毮v=v1。
应力波从冲击端传入后,随着时间的增加,板中承受轴压的部分增长,在受压段达到临界长度时,结

构发生横向屈曲,屈曲时板的动能、外力功和变形能分别为:
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式中:C=Eh/1-毻( )2 ,D=Eh3/121-毻( )2 ;采用 Karman平板理论中的几何关系,毰x、毰y、毭xy表示板中

面的应变分量,氈x、氈y、氈xy表示板的曲率及扭率。

暋暋比较t1-t0 时刻结构动能的变化情况,可以得到:

殼K=Kt1 -Kt0 =
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暋暋式(5)右端第4项可以用中值定理简化,认为位移满足一定的连续条件,只考虑一阶小量,有:
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所以,动能的变化率为:
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暋暋屈曲时面内惯性效应与横向惯性效应相比是小量,忽略面内惯性效应,式(7)可以简化为:
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暋暋忽略屈曲时面内新增微小载荷和位移,同样可得,t1-t0 时刻结构应变能的变化率为:
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t1-t0 时刻外力功的变化情况为:
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暋暋根据屈曲瞬间能量率守恒定律,有:
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将式(8)~(10)代入式(11),得
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暋暋将式(12)右端第1项积分,得到关于位移w* x,y,t( )0 的控制方程,考虑到w x,y,t( )0 =0,可得:
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式(12)右端第2项表示应力波波阵面处的边界条件,根据波阵面处的连续条件,有:

w1 ct0,y,( )t =0
w1,x ct0,y,( )t =0
u*

,x ct0,y,( )t =0 (14)
将式(14)代入式(12)右端第2项,得波阵面处的附加约束条件为:

w1,xx ct0,y,( )t =0 (15)

暋暋由以上推导可知,要满足屈曲瞬间能量转换和守恒原理,必须同时满足控制方程(式(13))和波前附

加约束条件(式(15))。

2暋应力波作用下薄板弹性动力屈曲准则

暋暋由于临界屈曲时刻应力波传播距离是待定的,目前广泛采用的商用有限元程序对该问题无法求解。
而解析法仅对阶跃载荷作用下个别边界情况[10灢11]可以实现,当压应力波分布不均匀时,式(13)中屈曲模

态的解析形式不容易得到,因而不易求解。本节中,采用有限元离散,寻找同时满足控制方程(13)和波

前附加约束条件(15)的屈曲位移,建立该问题的完整解法。
分离变量,将板的屈曲模态函数写成:

w1 x,( )t =w
-
(x,y) ( )Tt (16)

将式(16)代入式(12)右端第1项,分离变量,得:
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由式(17b)可以证明,满足d毸/dl=0(l=ct0),则同时满足了附加约束条件(15)。
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将板用薄板矩形单元离散,沿宽度方向划分为m+1个节点,沿应力波传播长度方向划分为n+1
个节点,共有n暳m 个单元。单元几何刚度矩阵k氁=犿vN(x)CTCdv,弯曲刚度矩阵k=犿vBTDBdv,质
量矩阵(一致质量矩阵)m=犿v氀NTNdv。其中,N 为形函数,C=N,x,D 为薄板单元弹性矩阵,B 为单元

应变矩阵。
按照几何非线性有限元理论,薄板动力屈曲控制方程可表述为:

M毮
桞

+ K+K( )氁 毮=0 (18)
式中:M 为结构整体的质量矩阵,K、K氁 分别为结构整体的弯曲刚度矩阵和几何刚度矩阵,毮为整体节点

位移阵。
令整体节点位移阵:

毮=毮
-

e毸 t-t( )cr (19)
代入式(18),得:

毸2M+ K+K( )( )氁 毮
-

=0 (20)

暋暋式(20)为压应力波作用下薄板发生动力分叉屈曲的特征方程,若毸=0,则转化为薄板静力失稳的

特征方程。由式(19)可知,毸>0时结构存在发散解。由以上分析可知,毸>0,d毸/dl=0同时满足了屈曲

控制方程(13)和附加约束条件(15),因此对应长度l即为相应载荷作用下的临界屈曲长度。
可以看出,若屈曲模态一定,特征参数毸将直接决定屈曲模态放大的程度。毸是关于应力波传播距

离l(l=ct0)和轴向分布载荷的函数,临界屈曲时载荷在板中的分布一般是已知的,所以毸将是关于长度

l的函数,由d毸/dl=0得到的是一定外载作用下,结构屈曲发展最快模态对应的长度,即由该准则得到

的临界屈曲长度是最优模态对应的长度。

3暋薄板弹性动力屈曲求解

暋暋采用 Matlab软件编制相关计算程序,与文献结果进行对比,验证本文理论和程序的正确性。计算

时,将应力波传播长度划分为10个单元,板宽划分为5个单元,改变l,每一个长度可以得到若干特征

值,取其中最大的特征值,绘制毸与l的关系图,从图中找出满足条件的相关点。

3.1暋算暋例

暋暋矩形薄板,材料弹性模量E=71GPa,密度氀=2700kg/m3。矩形截面:h=3mm,b=250mm。为

方便表示,从受载端开始,沿逆时针方向,对板的边界条件进行命名,用C表示夹支边界、S表示简支边

界、F表示自由边界,如四边夹支板边界条件为CCCC。对应边界条件CCCC,板中应力波覆盖部分应力

为180、150和120MPa的试件,计算结果如图2(a)所示。

暋暋在图2(a)中标示了满足条件的相关点,可以看出:对应应力180MPa,当l=120mm 时,毸=0,该点

与相应长度薄板静力失稳状态对应;当120mm<l<184mm 时,长度的微小增长将引起特征值毸迅速

增大;当l=184mm 时,屈曲准则d毸/dl=0第一次得到满足,即一阶临界屈曲长度为184mm;当l=
256mm 时,屈曲准则d毸/dl=0第二次得到满足,即二阶临界屈曲长度为256mm;当l=338mm 时,屈
曲准则d毸/dl=0第三次得到满足,即三阶临界屈曲长度为338mm。同样可得:对应应力150MPa,一、
二、三阶临界屈曲长度分别为204、288和376mm;对应应力120MPa,一、二阶临界屈曲长度分别为

232、326mm。由图2(a)可以看出,当板的厚宽比一定时,临界屈曲长度随冲击载荷的增大而减小,这
与已有实验结论吻合。

限于篇幅,本文中仅给出对应应力180MPa的前三阶屈曲模态。由图2(a)得到结构的临界屈曲长

度和对应的特征值,该特征值对应的特征参数即为结构屈曲模态。计算屈曲模态时,将应力波传播长度

和板宽划分为40暳30的网格,计算结果如图3所示。
对应边界条件 CSCS和 CFCF,几何物理参数同上,板中应力波覆盖部分应力为 180、150 和

120MPa的试件,计算所得毸与l关系如图2(b)~2(c)所示。
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图2 特征参数与传播距离的关系

Fig.2Characteristicparameters
versuspropagationdistances

图3 边界条件CCCC下薄板屈曲模态

Fig.3 Thebucklingmodesofthinplate
underboundaryconditionCCCC

3.2暋与文献结果的对比

暋暋陈铁云等[13]对四边夹支矩形薄板静力失稳进行研究,得到四边夹支矩形薄板的临界载荷近似为:

氁cr=4毿2D
3hl2 3+3 læ

è
ç

ö

ø
÷

b
4

+2 læ
è
ç

ö

ø
÷

b
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
(21)

暋暋由式(21)得到,边界条件CCCC下相应薄板弹性静力失稳的临界载荷分别为193、162和129MPa,
本文计算得到相应板的轴向压力为180、150和120MPa,最大误差为7.4%。

为方便对比,引进量纲一量:

毇(n)
1 =Nxlb/(毿2D),暋暋暋毇(n)

2 = 氀h/D(毸lb/毿2) (22)
式中:毇(n)

1 为n阶临界力参数,表示屈曲载荷的大小;毇(n)
2 为n阶动力特征参数,表示结构横向惯性的影

响。记静力失稳临界力参数为毇(0)
1 ,将各种试件的数据代入式(22),得到临界力参数和动力特征参数,

见表1。
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表1 临界力参数和动力特征参数

Table1Critical灢loadparametersanddynamiccharacteristicparameters

边界条件 氁/MPa 毇(0)
1 毇(1)

1 毇(1)
2 毇(2)

1 毇(2)
2 毇(3)

1 毇(3)
2

180 9.35 14.34 3.56 19.95 6.92 26.34 10.21
CCCC 150 8.77 13.25 3.01 18.70 6.14 24.41 9.03

120 8.36 12.05 2.26 16.93 5.02 - -
180 9.04 14.10 3.87 19.79 7.42 26.26 10.66

CSCS 150 8.31 13.12 3.48 18.57 6.65 24.22 9.58
120 7.64 11.90 2.99 16.88 5.78 - -
180 8.81 13.87 4.18 19.71 7.90 25.56 11.26

CFCF 150 7.99 12.73 3.83 17.99 7.20 23.44 10.32
120 7.17 11.12 3.34 15.95 6.38 - -

暋暋韩大伟等[11]对所述CSCS边界板进行研究,得到了一阶临界力参数和动力特征参数的解析解,换
算到本文中为:

毇(1)
1 =10+2l/( )b 2,暋暋暋毇(1)

2 = 9- l/( )b 4 (b/l) (23)

暋暋由式(23)计算得到边界条件CSCS下一阶临界力参数分别为15.26、13.99和12.75,本文计算得到

的分别为14.10、13.12和11.90,最大误差为7.6%;由式(23)计算得到一阶动力特征参数分别为

4灡08、3.62和3.14,本文计算得到的分别为3.87、3.48和2.99,最大误差为5.2%。这验证了本文理论

和程序的正确性。
由表1可以看出:(1)由于屈曲时的横向惯性效应,应力波作用下薄板临界力参数远大于相应边界

板的静力失稳临界力参数。一阶动力屈曲临界力参数是相应边界薄板弹性静力失稳临界力参数的1.5
倍,可见横向惯性效应大大提高了结构的屈曲临界力。(2)比较不同边界条件薄板同阶的临界力参数

和动力特征参数,可以发现对应边界条件CCCC、CSCS和CFCF,临界力参数逐渐减小,动力特征参数

逐渐增大。这是因为,板的边界约束逐渐减弱,因而屈曲需要的作用载荷逐渐减小,屈曲时惯性效应逐

渐增大。

4暋结暋论

暋暋根据动力屈曲瞬间的能量率守恒准则,导出了应力波作用下矩形薄板动力屈曲控制方程和波前附

加约束条件;采用有限元离散建立了求解考虑应力波效应时薄板弹性动力屈曲问题的屈曲准则和完整

解法,揭示了屈曲模态与冲击载荷和临界屈曲长度之间的关系,定量计算了横向惯性效应对提高薄板动

力屈曲临界应力的贡献。计算结果表明:板的厚宽比一定时,临界屈曲长度随冲击载荷的增大而减小;
由于屈曲时的横向惯性效应,应力波作用下薄板一阶临界力参数是相应边界板的静力失稳临界力参数

的1.5倍;随着边界约束逐渐减弱,板临界力参数逐渐减小,动力特征参数逐渐增大。
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Dynamicbucklingofelasticrectangularthinplates
subjectedtoin灢planeimpact*

MaoLiu灢wei,WangAn灢wen,DengLei,HanDa灢wei
(CollegeofScience,NavalUniversityofEngineering,Wuhan430033,Hubei,China)

Abstract:Dynamicbucklingofthinrectangularplatesunderelasticcompressionwavescausedbyun灢
axialimpactwasinvestigated.Governingequationsandasupplementaryrestraint灢equationatcom灢
pressionwavefrontwereobtainedonthebasisofenergytransformationandconservationduring
bucklingofplates;therealbucklingdisplacementmustfulfillthegoverningequationsandthesupple灢
mentaryrestraint灢equation.Basedontherequirementsofaboverelations,anumericalmethodwases灢
tablishedtosolvetheproblem,andtherelationsoftheamplitudeofimpulsiveloads,bucklingmodes
andcriticalbucklinglengthwerestudied.Researchresultsindicatethat:criticalbucklinglengthde灢
creaseswiththeincreaseofimpactloadwhentheratioofwidthtothicknessofplateisfixed;thefirst
orderparameterofdynamiccriticalforceisabout1.5timesofthesameorderparameterofstaticcom灢
pressioncriticalforce;withweakeningofboundaryconstraints,asmallerbucklingloadisrequiredto
causetheplatetobuckleandtransverseinertiaincreasegradually.
Keywords:solidmechanics;dynamicbuckling;governingequations;rectangularthinplate;supple灢
mentaryrestraintcondition;effectoftransverseinertia;stresswave
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