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  摘要:针对高维及多物理耦合计算耗费大等困难,设计适合多介质流动模拟的模板紧致、易于并行、高阶

精度、计算耗费小的谱体积方法。该方法是求解双曲型守恒率谱体积方法的直接推广,针对多介质流动物质

界面捕捉的困难,利用拟守恒格式的思想避免物质界面处的非物理振荡。数值模拟结果表明,本方法具有高

阶精度、高分辨率,且节约计算量,并且可以有效避免物质界面处非物理振荡。
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  多介质流体力学的模型可以用扩展欧拉方程组描述。早期,使用守恒格式直接求解,但在接触间断

(物质界面)附近,会产生非物理的压力和速度振荡。随后,很多学者对此进行分析,并提出各种补救措

施[1-2],其中R.Abgrall等提出的拟守恒型格式,由于其简单、健壮得到了广泛应用。此后,K.M.Shy-
ue[3-4]、Y.B.Chen等[5]进一步发展了这个方法。这些工作通常采用 MUSCL限制器,精度不超过二阶。

当前,实际工程问题中对精细化设计提出越来越高的要求,不少更高阶(高于2阶)精度的格式被应

用于求解多介质问题。其中,E.Johnsen等[6]将 WENO格式推广于求解扩展欧拉方程组,取得成功。
他的算法极大提高了对物质界面的分辨率,但 WENO格式进行重构时,需要利用目标单元及其周围单

元的信息,随着格式阶数的增大,需要不断扩展模板,在高维情形复杂度将急剧增加。J.Zhu等[7]采用

DG格式来求解这个问题。与 WENO相比,DG格式仅采用局部模板即可获得高精度。实际上,DG格

式是近年来广受关注的高精度紧致格式的典型代表之一。除了DG方法之外,谱体积(SV)格式[8-9]也

是一类成功的高精度紧致格式。它是谱方法和有限体积方法的结合体,其主要思想是根据细分的控制

体的单元均值,重构出谱体积元中的近似解。本质上,DG方法和SV方法都是采用目标单元内部信息

来获得网格单元内解的逼近,因此模板都较为紧致,且在并行计算时不需要通信周围单元的信息,是一

种高并行度的格式。与DG方法相比,SV方法的一个优点在于节省了表面积分和体积分的计算,并且

根据Z.J.Wang[8]的分析,SV方法对CFL数的限制也更低。

  本文中,针对高维及多物理耦合计算耗费大等困难,设计适合多介质流动模拟的谱体积方法。

1 控制方程

  非定常可压缩流体可以用欧拉方程来描述,以一维为例可以记为:∂W/∂t+∂F(W)/∂x=0,其中W
=(ρ,ρu,ρE)T,F(W)=(ρu,ρu2+p,(ρE+p)u)T。刚性气体状态方程为p=(γ-1)ρe-γp¥,其中γ为

比热比,p¥ 为参考压力。由于流体流动时状态量γ随着流动保持不变,因此满足[10]:∂γ/∂t+u∂γ/∂x=

0。定义质量比分Y=ρ1/(ρ1+ρ2),建立γ与Y 的关系:1
γ-1=

Y
γ1-1+

1-Y
γ2-1

,则质量比分同样满足:
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∂Y
∂t+u∂Y∂x=0 (1)

写成守恒律形式∂(ρY)/∂t+∂(ρuY)/∂x=0。这相当于在Euler方程的基础上增加了一个新的守恒量及

其守恒律方程,得到了一个完整的多介质Euler方程组,方便起见,仍记为:

∂W
∂t+∂F

(W)
∂x =0 (2)

式中:W=(ρ,ρu,ρE,ρY)T,F(W)=(ρu,ρu2+p,(ρE+p)u,ρuY)T。

2 守恒谱体积方法

  直接将谱体积方法推广应用于多介质Euler方程组(2)。下面给出格式设计的基本框架:将计算区

域Ω 划分为N 个子区间{Si=[xi-1/2,xi+1/2]⊂Ω,i∈Z},每个Si 称为谱体积元,hi=xi+1/2-xi-1/2表示

其区间长度。假设要设计一个k阶精度格式,则将每个谱体积元Si 进一步分化成k个控制体,即Ci,j=

(xi,j-1/2,xi,j+1/2),j=1,…,k。在每个控制体上定义控制体单元平均值췍Wn
i,j=1hi,j∫Ci,j

W(x,tn)dx,j=1,

…,k。将控制方程(2)在Ci,j上积分,可以得到如下半离散格式:

d췍Wi,j

dt + 1
hi,j
(F̂i,j+1/2-F̂i,j-1/2)=0 (3)

  要完成k阶谱体积格式,还需要3个步骤。

  步骤1:重构。利用给定的tn 时刻的控制体单元平均值进行重构。在每个谱体积单元Si 内部,由k
个控制体的单元平均值,重构出在谱体积元Si 内的一个至多k-1次多项式Wn

i(x)。这样得到的重构

多项式可能会引起数值振荡,为了避免高阶重构带来的数值振荡,对重构多项式利用基于原始变量的修

正TVBminmod斜率限制器的思想进行限制。详细过程可以参见文献[8]。经过限制,在整个计算区

域的重构函数具有如下性质:(1)在谱体积单元内部不需要限制的控制体界面处,重构多项式函数是连

续的;(2)在谱体积单元界面处或谱体积单元内部限制器起作用的控制体单元界面处,重构多项式函数

是间断的。

  步骤2:计算数值通量。根据重构多项式的性质,在谱体积单元内部状态连续的控制体单元界面

处,直接使用连续的数值通量F̂i,j+1/2=F(Wi,j+1/2),而在谱体积单元界面处以及谱体积单元内部经过限

制后的控制体单元界面处,由于两侧的状态值不同,使用间断数值通量F̂i,j+1/2=F(Wn-(mod)
i,j+1/2 ,Wn+(mod)

i,j+1/2 )。
常用的数值通量计算方法,如Lax-Friedrichs、HLLC、Roe、BGK通量等都可以使用,本文中选择最简便

的Lax-Friedrichs数值通量。

  步骤3:时间方向离散。时间方向可以采用4阶Runge-Kutta方法离散。

3 稳定性分析

  根据第2节谱体积方法在多介质守恒扩展欧拉方程组上的直接推广计算多介质问题,会产生物质

界面处压力、速度的非物理振荡。在第5.2节将显示一维多介质运动界面问题的计算结果。R.Abgrall
等[1-2]指出,这些非物理振荡是由于对组分方程的守恒离散造成的。下面以Lax-Friedrichs通量为例进

行分析,为了简便起见,时间方向考虑Euler方法离散,则质量、动量、能量方程的离散可以表示为:

ρ-n+1i,j =ρ-ni,j-Δth
1
2Δ

0
jρu-α

2 Δ
+
jρ-Δ-

j( )æ

è
ç

ö

ø
÷ρ (4)

(ρ-u-)n+1i,j =(ρ-u-)ni,j-Δth
1
2Δ

0
j(ρu2+p)-α

2 Δ
+
jρu-Δ-

jρ( )æ

è
ç

ö

ø
÷u (5)

(ρ-E
-)n+1i,j =(ρ-E

-)ni,j-Δth
1
2Δ

0
j(ρEu+pu)-α

2 Δ
+
jρE-Δ-

jρ( )æ

è
ç

ö

ø
÷E (6)

式中:Δ0jρ=ρ-ni,j+1-ρ-ni,j-1,Δ+jρ=ρ-ni,j+1-ρ-ni,j,Δ-jρ=ρ-ni,j-ρ-ni,j-1。
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  若n时刻速度u=u0 和压力p=p0 为常数,则根据(5)结合(4),可得:(ρ-u-)n+1i,j =ρ-n+1i,ju0,即在n+1

时刻速度可以保持常数:u-n+1i,j =u0。进一步,将状态方程代入(6),则n+1时刻满足: pn+1
i,j

(γ-1)n+1i,j
=

pn
i,j
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。

  若 压 力 在 n + 1 时 刻 也 保 持 常 数,则 需 要 满 足: 1
(γ-1)n+1i,j

= 1
(γ-1)ni,j

- Δt
h

1
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,上式等价于:

Yn+1
i,j =Yn

i,j-Δth
1
2Δ

0
jYu-α

2 Δ
+
jY-Δ-

j( )
æ

è
ç

ö

ø
÷Y (7)

式(7)可以看做偏微分方程∂Y/∂t+∂(uY)/∂x=0的离散。显然,这与质量比分满足的方程(1)不同,即
第2节中的谱体积格式无法满足压力无振荡的必要条件(7),并因此造成了物质界面处压力、速度的非

物理振荡。

4 拟守恒谱体积方法

  根据第3节的稳定性分析,对第2节中的数值格式做一些修正。将质量比分方程(1)写成如下形式

∂Y/∂t+∂f/∂x-Y∂g/∂x=0,其中f=uY,g=u。质量比分方程的半离散格式修正为:

d췍Yi,j

dt + 1
hi,j
(f̂i,j+1/2-f̂i,j-1/2)-

췍Yn
i,j

hi,j
(ĝi,j+1/2-ĝi,j-1/2)=0 (8)

  在物质界面处,速度u保持常数,则离散格式(8)满足压力无振荡的必要条件(7),且离散格式与质

量比分方程(1)相容。

5 数值模拟

  数值模拟用以检验格式的精度和性能,计算中一维算例CFL数取1.0,二维取0.5。

5.1 精度测试

  在区域[0,2]上有两种介质组成的正弦波:

ρ(x,0)=1+0.2sin(πx), u(x,0)=0.7, p(x,0)=1, γ(x,0)=
1.4 0≤x≤1
1.9 1<x≤{ 2

周期边界条件。表1中给出t=1.0时各阶格式精度测试结果,结果显示2~5阶格式都可以达到相应

收敛率。

表1 格式的数值精度

Table1Numericalaccuracyofpresentschemes

N
L1err order

k=2

L1err order

k=3

L1err order

k=4

L1err order

k=4

10 4.80×10-3 - 3.91×10-4 - 7.22×10-6 - 4.69×10-7 -
20 1.17×10-4 2.04 6.77×10-5 2.53 4.34×10-7 4.06 1.93×10-8 4.60
40 2.93×10-5 2.00 9.64×10-6 2.81 2.47×10-8 4.14 6.79×10-10 4.83
80 7.34×10-5 2.00 1.26×10-6 2.94 1.56×10-9 3.98 2.21×10-11 4.94
160 1.84×10-5 2.00 1.59×10-7 2.99 9.77×10-11 4.00 6.85×10-13 5.01

5.2 一维多介质运动界面问题

  在区域[0,1]上有两种介质流体,以相同的速度匀速向右移动,界面匀速向右移动,初值条件为:

(ρ,u,p,γ)=
(1,1,1,1.6) 0≤x≤0.5
(0.1,1,1,1.4) 0.5<x≤{ 1
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  图1显示了采用守恒谱体积格式100个谱体积单元在t=0.1时的压力和速度,可以看出,在物质

界面处出现速度与压力的数值振荡,与第3节中的分析结果一致。为方便看清图像,图中只显示了奇数

阶结果。图2显示了格式修正后的计算结果,结果显示,此时在物质界面处不会产生速度和压力的数值

振荡,物质界面附近密度和比热比的局部放大图显示高阶格式具有更高的分辨率。

图1 守恒谱体积格式的一维多介质运动界面问题

Fig.1One-dimensionalmovinginterfaceproblemforconservativespectralvolumescheme

图2 拟守恒谱体积格式的一维多介质运动界面问题

Fig.2One-dimensionalmovinginterfaceproblemforquasi-conservativespectralvolumescheme

5.3 高压力比气液激波管问题

  在区域[-0.2,1]上求解初值问题:

(ρ,u,p,γ)=
(103,0,109,4.4,6×108)   -0.2≤x≤0.5
(50,0,105,1.4,0) 0.5<x≤{ 1

  图3显式了t=0.0002时刻使用720个谱体积单元1、3、5阶拟守恒谱体积格式计算的结果,结果

显示,此时在物质界面处不会产生速度和压力的数值振荡。图4显示了密度及其在物质界面和激波附

近的局部放大图,结果表明高阶格式具有更高分辨率。

图3 拟守恒谱体积格式的高压力比气液激波管问题

Fig.3 Highpressureratiogas-liquidshocktubeproblemforquasi-conservativespectralvolumescheme
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图4 拟守恒谱体积格式的高压力比气液激波管问题

Fig.4 Highpressureratiogas-liquidshocktubeproblemforquasi-conservativespectralvolumescheme

5.4 三点问题

  初值条件为:

(ρ,u,p,γ)=

(2,0,0,1,1.4) 0≤x≤1,0≤y≤1
(0.1,0,0,0.1,1.4) 1≤x≤3,0.5≤y≤1
(1,0,0,0.1,1.6) 1≤x≤3,0≤y≤0.

ì

î

í

ïï

ïï 5
  初始空气(轻介质)位于水(重介质)上方,两种介质流体保持静止,静止高密度高压气体位于其右侧

分别与低压空气和水产生作用,分别产生向左运动的稀疏波、向右移动的激波,以及推动物质界面向右

移动。由于右侧上方的空气较轻,因此右侧上方的激波和物质界面向右移动的速度更快,于是在3种状

态的流体的交汇点产生漩涡。形成漩涡后,上层空气与下层水的交界面发生弯曲,并与激波发生作用,
形成马赫杆。图5显示了t=1.0时使用600×200个网格2~5阶格式计算的结果,可以看到,各阶格

式都能计算出此时基本的波结构,并且随着格式精度的增加能够捕捉到更精细的结构。

图5 拟守恒谱体积格式的三点问题密度等值线图

Fig.5Densitycontoursoftriplepointproblemforquasi-conservativespectralvolumescheme

6 结 论

  以多介质拟守恒格式为基础,通过高精度谱体积重构,构造了一类求解多介质问题的高阶精度拟守

恒谱体积格式,有效提高了求解多介质问题的精度,并且继承谱体积格式模板紧致、易于并行等优点。
数值结果表明,新格式求解多介质问题具有高阶精度,且模板紧致,并且不会在物质界面处产生非物理

振荡。
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Highorderspectralvolumemethodformulti-componentflows
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Abstract:Numericalsimulationofmulti-materialflowshasbeenanimportantissuesinCFD,and
mostCFDproductioncodesusedformulti-materialflowsimulationisofeitherfirstorsecondorder
accuracy,tooinefficientandcostlywithitsgridrefinementforhighaccuracyrequiredproblems.In
thispaper,ahigh-order,efficient,compactmethod,calledthespectralvolumemethod,wasdevel-
opedforthesimulationofthemulti-materialflowasanextensionofthespectralvolumemethodfor
theconservationlaws.Ithasbeenpointedoutthattheconservativespectralvolumemethodforthe
multi-materialflowwillcauseoscillation,andthereasonforthishasbeenanalyzed.Sotheideaof
quasi-conservativeschemewasborrowedtopreventthespuriousoscillationsinthevicinityofamate-
rialcontactdiscontinuity.Severalnumericalexperimentsprovedthatthereisnooscillationnearthe
materialinterfaceandtheresultalsodemonstratestheaccuracy,theefficiencyandthehighperform-
anceoftheschemeforthemulti-materialflowsimulation.
Keywords:fluidmechanics;spectralvolumemethod;highorder;stiffenedgas;multi-component
flows;compactstencil

(责任编辑 丁 峰)

911 第1期           刘 娜,等:多介质流体力学计算的谱体积方法


