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六边形桥墩柔性抗船撞装置抗弯刚度
*

王 硕,杨黎明
(宁波大学机械工程与力学学院,浙江 宁波 315211)

  摘要:针对中国自主研发的桥梁柔性抗船撞装置,构建该装置模型:由两个相似的六边形梁为内外钢围

以及均布且垂直于六边形各边的防撞圈构成。分析该模型得到在冲击载荷作用下六边形梁的控制方程及相

应的初边值条件。利用Laplace变换和数值Laplace逆变换对该方程进行求解,揭示六边形梁在冲击载荷作

用下的动态响应。并进一步分析外钢围等效抗弯刚度对抗船撞装置动态响应的影响,发现外刚围结构在冲击

载荷作用下存在临界等效抗弯刚度。当外钢围等效抗弯刚度达到该临界值后,该外钢围在冲击载荷作用下可

以近似为刚性。

  关键词:柔性抗船撞装置;冲击载荷;Laplace变换;等效抗弯刚度;动态响应

  中图分类号:O383   国标学科代码:13035   文献标志码:A

  内河航运和海运航线日益繁忙,大型桥梁数量急剧增多,使得船撞桥事故不断增加,严重威胁交通

运输的安全。因此,对于船撞桥碰撞理论及防护方法的研究受到广泛的关注[1-6]。在桥墩上加设防撞设

施是一种典型的大桥防船撞措施。一旦发生船舶撞击桥墩事故,防撞设施能减小作用在桥墩上的撞击

力从而保护桥梁[7]。近年来,许多桥梁开始加设防撞设施[8-11]。WangLili等[12]设计了一种新型柔性抗

船撞装置。该柔性抗船撞装置采用了刚柔结合的防撞方式,大幅减小了撞击力,既能够保护桥梁也能够

保护船舶。而外刚围等效抗弯刚度正是保证外钢围刚性、柔性元件能整体发挥性能的重要参数。因此,
研究外钢围等效抗弯刚度对于柔性抗船撞装置的设计及优化十分重要。现在对桥梁防船撞方法的研

究,更多的是采用数值模拟的方法[13-16],借助LS-DYNA程序对柔性抗船撞装置进行数值模拟。由于该

数值模拟是一个非线性动态数值模拟,计算量大,因此期望发展一个针对该装置的简化动力学分析方

法,对该装置的力学性能做初步预估。杨峰等[17]提出了一个椭圆形装置模型,并通过该模型分析了静

态下装置在平动、转动以及平动转动耦合时的结构响应。但该装置模型与抗船撞装置的实际设计有较

大出入,且考虑到与准静态载荷下的力学问题相比较,冲击动载荷下的力学问题必须计及惯性效

应[18]。因此,本文中构建一个与实际设计接近的六边形柔性抗船撞装置模型,通过该模型,且计及装置

结构的惯性力和防撞圈的黏性效应,对外钢围在冲击载荷作用下的动态响应进行研究,并进一步分析外

钢围结构等效抗弯刚度对抗船撞装置动态响应的影响。

1 桥墩柔性抗船撞装置模型

1.1 装置几何模型

  桥墩柔性抗船撞装置由内、外钢围与钢围之间均布的防撞圈组成。外钢围直接承受船舶的撞击,内
钢围则固定在桥墩上,防撞圈连接内外钢围,在受到船舶撞击时产生变形,起缓冲和耗能的作用。为了

研究该抗船撞装置在冲击载荷下的动态力学响应,将装置简化为如图1所示的六边形结构,内外钢围为

六边形梁,钢围之间均布有防撞圈。六边形梁ABCDEF 为外钢围,其中梁AB、CD、DE、FA 为受船舶

撞击概率较大的迎撞面,P 为施加在迎撞面上的冲击载荷,U 为迎撞面梁上施加冲击载荷点。梁BC、

FE 受船舶撞击的可能性相对较小,且受到的撞击力也较小。因此,本文中主要分析处于迎撞面上的梁
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图1 抗船装置简化模型示意图

Fig.1Ananalyzingmodelofthecrashworthystructure

受到冲击载荷作用的情况。
为了便于分析,对模型提出以下假定:(1)

防撞圈为由拉压同性的线性弹簧和牛顿黏壶并

联的组合模型,均布于外钢围与内钢围之间,并
垂直于外钢围;(2)根据对椭圆形装置模型的分

析,外钢围较大的变形总是发生在受到冲击载

荷的局部,其余部分的变形很小,因此假定梁

AB 段为弹性梁,而其余段均为刚性梁;(3)冲
击载荷通过装置结构中心O 点,结构只发生平

动而不转动。

1.2 模型参量

  如图1所示,梁AB、AF、ED、CD 长度均

为l,梁EF、BC长度均为2μl,抗船撞装置外钢围总长为4(1+μ)l,外钢围结构角∠OAB=α。外钢围线

密度为ρ,总质量M=4(1+μ)ρ。冲击载荷与桥梁垂向的夹角为冲击载荷角∠AOU=β。外钢围单位长

度上平均的防撞圈弹性系数为k,防撞圈黏性系数为η。冲击载荷作用点U 点到A 点距离为u。

2 控制方程

2.1 基本方程

图2 梁AB受力分析

Fig.2TheforcesappliedtothebeamAB

  根据假定(2)、(3)可知,外钢围刚性段仅发

生平动,其上任意点的位移与梁AB 端点处的

位移均相同。因此,仅通过研究梁AB 在冲击

载荷作用下的动态响应,即可得到六边形梁的

动态响应。图1中的梁AB 为受冲击载荷作用

的弹性梁,该梁的杨氏模量为E,横截面对中性

轴的惯性矩为I,P 为施加在梁上的冲击载荷,
其受力分析见图2。定义以冲击载荷作用点U
为原点,沿梁AB 轴线方向为x 轴,垂直梁AB
轴线的方向为y 轴,y 值为梁的实际挠度。建

立只考虑弯曲、不考虑轴向变形的动力学方程:

EI∂
4y
∂x4+ρ

∂2y
∂t2 +η

∂y
∂t+ky=0 (1)

2.2 量纲一化及量纲一参数

  取梁AB 长度L=l为特征长度,取特征时间为T= ρL4/(EI),则量纲一挠度和量纲一时间分别

为y
-
=y/L,t

-
=t/T。定义量纲一参数a1=EI/(kL4),式中EI为外钢围抗弯刚度,取kL4 为特征弯曲

刚度;a1 为外钢围等效抗弯刚度,表示外钢围抗弯刚度和柔性基础刚度之比。取η
-=η/ kρ为量纲一黏

性系数,则式(1)量纲一化后为:

∂4y-

∂x-4
+∂

2y-

∂t-2
+ η

-

a1
∂y-

∂t-
+y-

a1=0 (2)

2.3 初边值条件(力载荷)

  在初始时刻t-=0时,梁上任意点均无挠度和速度:

y
-(x-,0)=∂y

-(x-,0)
∂t-

=0 (3)

  根据实际情况,确定以下边值条件。
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(1)梁A、B 端点任意时刻挠度相同,即:

y
-(-u-,t-)=y

-(1-u-,t-),   u- =u
L =sinβ

(μ+cosα)
sin(α+β)

(4)

式中:u- 为冲击载荷作用点U 点到端点A 点的量纲一距离。冲击载荷作用点U 为原点,因此A 点在x
轴上坐标为-u-,B 点在y 轴上的坐标为1-u-。

  (2)外钢围刚性段(梁BCDEFA )不发生变形,因此A、B 端点处任意时刻转角均为0,即:

∂y-

∂x-
(-u-,t-)=0,   ∂y

-

∂x-
(1-u-,t-)=0 (5)

  (3)对于U 点处受冲击载荷作用的梁微元,其两端剪力之差等于冲击载荷垂直作用在梁上的分力

P0。该微元在x轴方向的尺寸极小,因此其上的惯性力相较于P0 可以忽略不计,近似取微元中心点U
处(x=0)左右两端剪力之差等于P0,得到冲击载荷作用点U 处的剪力边界条件。根据挠度与剪力的

关系[19]将剪力边界条件化为如下形式:

∂3y-

∂x-3
(0+,t-)-∂

3y-

∂x-3
(0-,t-)=P

-

0(t
-)

a1
(6)

式中:P
-

0=Psin(α+β)/(kL2)为冲击载荷P 垂直作用在梁上的量纲一分力。

  (4)冲击载荷作用点U 处有位移、转角、弯矩连续条件,即:

y
-(0+,t-)=y

-(0-,t-), ∂y
-

∂x-
(0+,t-)=∂y

-

∂x-
(0-,t-), ∂

2y-

∂x-2
(0+,t-)=∂

2y-

∂x-2
(0-,t-) (7)

  (5)梁A、B 端点处还存在一个剪力边界条件,但考虑到其具有非线性,使得方程组难以求解,这里

提出用一个简化的线性边界条件来进行替代。通过对6边皆为刚性梁的六边形防船撞装置模型进行分

析,得到的A、B 端点处的挠度时间关系,将其作为求解式(2)的边界条件:

y
-(-u-,t-)=P

-
(t)cosβ4sinα1-c′3e

c′1
a1

t- -c′1e
c′3
a1

t-

c′3-c′
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
+ sinβcosα
4(cos2α+μ)

1-c′4e
c′2
a1

t- -c′2e
c′4
a1

t-

c′4-c′
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

2
(8)

  使用该边界条件对计算结果的影响将在第2.4节中讨论。上式中有:

c′1=- η
-sin2α
2(1+μ)

+ η
-sin2α
2(1+μ
é

ë
êê

ù

û
úú)
2

-sin
2α

1+μ

c′2=-η
-(cos2α+μ)
2(1+μ)

+ η
-(cos2α+μ)
2(1+μ

é

ë
êê

ù

û
úú)
2

-cos
2α+μ
1+μ

c′3=- η
-sin2α
2(1+μ)

- η
-sin2α
2(1+μ
é

ë
êê

ù

û
úú)
2

-sin
2α

1+μ

c′4=-η
-(cos2α+μ)
2(1+μ)

- η
-(cos2α+μ)
2(1+μ

é

ë
êê

ù

û
úú)
2

-cos
2α+μ
1+μ

2.4 速度边界条件

  上述分析是建立在施加撞击力边界条件基础上的,但是实际情况下的撞击力是未知且较复杂的,所
以进一步分析在速度v边界条件下装置受到的撞击力。设撞击速度v作用于梁AB 上,方向指向结构

中心O 点。由于抗船撞装置转动角度远小于5°[17],外钢围难以转动,所以,假定在撞击速度v作用下外

钢围转动角度为零,梁AB 的基本方程不变,因此仅需改变2.3节中的边值条件。将冲击载荷作用点U
处的剪力边界条件(6)改为如下的速度边界条件:

∂y-(0,t-)
∂t-

=v
-
0(0,t

-)=v-(t-)sin(α+β) (9)

式中:v-0 为撞击速度v垂直作用在梁上的量纲一分量,v- 为作用在点U 处的量纲一撞击速度,β为撞击

速度与桥梁垂向(图1中AD 方向)的夹角。
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  梁A、B 端点处的边界条件(8)改为以下剪力边界条件,该剪力边界条件为刚性梁端点A、B 的剪力

差与刚性梁上惯性力、防撞圈反力沿y轴方向的分力三者平衡,可化为如下形式:

∂3y-

∂x-3
(1-u-,t-)-∂

3y-

∂x-3
(-u-,t-)=I1y

-(-u-,t-)+I2∂y
-(-u-,t-)
∂t-

+I3∂
2y-(-u-,t-)
∂t-2

(10)

式中:等号右端第1项为弹性反力项,第2项为黏性反力项,第3项为惯性力项。系数I1、I2、I3 分别为:

I1= 1
a1sin(β+α)

[sin(β+α)+4μsinβcosα-2sin(α-β)cos(2α)]

I2= η
-

a1sin(β+α)
[sin(β+α)+4μsinβcosα-2sin(α-β)cos(2α)],  I3=3+4μ

其余初边值条件与式(3)、(4)、(5)、(7)相同。

3 方程求解

3.1 拉普拉斯变换

  采用Laplace变换求解控制方程组,记L[y(t
-,x-),t-→p]=F(p,x

-),其中p 为变换域参数。对

式(2)进行Laplace变换,得到方程如下式:

d4F
dx-4

+ p2+ η
-

a1
p+1a

æ

è
ç

ö

ø
÷

1
F=0 (11)

  对式(11)进行求解,分别得到梁上AC、BC段满足该方程的解分别为:

F(x-,p)=B1ed1bx
-
+B2ed2bx

-
+B3e-d1bx

-
+B4e-d2bx

-
   -u- <x- <0 (12a)

F(x-,p)=C1ed1bx
-
+C2ed2bx

-
+C3e-d1bx

-
+C4e-d2bx

-
   0<x- <1-u- (12b)

式中:b=
4

p2+ η
-

a1
p+1a1

,d1=1+i
2
,d2=1-i

2
,而B1、B2、B3、B4、C1、C2、C3、C4为待定系数。

  对式(4)~(8)进行Laplace变换得到变换域中边界条件,将式(12)代入该条件,得到8个关于待定

系数的线性方程,求解该方程组可以得到待定系数。8个关于待定系数的方程分别为:

d2B1+d1B2-d2B3-d1B4-d2C1-d1C2+d2C3+d1C4=P
-
*(p)sin(α+β)

a1pb3
(13a)

e-d1bu
-
B1+e-d2bu

-
B2+ed1bu

-
B3+ed2bu

-
B4=P

-
*cosβ
4sinα

1
p - c′2

c′2-c′1
1

p- c′1
a1

+ c′1
c′2-c′1

1

p- c′2
a

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

1

+

P
-
*sinβcosα

4(cos2α+μ)

1
p - c′4

c′4-c′3
1

p- c′3
a1

+ c′3
c′4-c′3

1

p- c′4
a

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

1

(13b)

B1+B2+B3+B4-C1-C2-C3-C4=0 (13c)

d1B1+d2B2-d1B3-d2B4-d1C1-d2C2+d1C3+d2C4=0 (13d)

B1-B2+B3-B4-C1+C2-C3+C4=0 (13e)

e-d1bu
-
B1+e-d2bu

-
B2+ed1bu

-
B3+ed2bu

-
B4-ed1b(1-u-)C1-ed2b(1-u-)C2-

e-d1b(1-u-)C3-e-d2b(1-u-)C4=0 (13f)

d1e-d1bu
-
B1+d2e-d2bu

-
B2-d1ed1bu

-
B3-d2ed2bu

-
B4=0 (13g)

d1ed1b(1-u-)C1+d2ed2b(1-u-)C2-d1e-d1b(1-u-)C3-d2e-d2b(1-u-)C4=0 (13h)

式中:P
-
*(p)=L[P

-
(t-)]。求解该待定系数方程组,将解得的待定系数代入式(12),则得到在冲击载荷

P 作用下梁上AC、BC段挠度在Laplace域中的变换解。

  对撞击速度v作用在梁上的情况,仅需将上述待定系数方程组中式(13a)、(13b)分别改为:
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B1+B2+B3+B4=1p
V(p)sin(α+β) (14a)

B1(d2b3-I1-I2p-I3p2)e-d1bu
-
+B2(d1b3-I1-I2p-I3p2)e-d2bu

-
-

B3(d2b3+I1+I2p+I3p2)ed1bu
-
-B4(d1b3+I1+I2p+I3p2)ed2bu

-
-C1d2b3ed1b(1-u-)-

C2d1b3ed2b(1-u-)+C3d2b3e-d1b(1-u-)+C4d1b3e-d2b(1-u-)=0 (14b)

式中:V(p)=L[v
-(t-)]。求解该待定系数方程组,将解得的待定系数代入式(12),则得到撞击速度v作

用下梁上AC、BC段挠度在Laplace域中的变换解。

3.2 拉普拉斯逆变换

  由于得到的变换解形式过于复杂,难以通过解析方法对其进行逆变换,仅能通过数值逆变换方法进

行求解。采用Fourier-Euler(FE)逆变换算法[20],调用FE算法的 Mathematic函数对得到的式(12)进
行数值逆变换,直接得到无量化挠度y

-(x-,t-)的具体数值。

4 等效抗弯刚度分析

图3 冲击载荷

Fig.3Impactload

  主要分析在计及装置惯性力和防撞圈黏性力下外钢围抗

弯刚度对外钢围动态响应的影响,取冲击载荷为不考虑卸载

的脉冲载荷F(t)=qH(t),H(t)为阶跃函数,冲击载荷时程

关系如图3所示。

  根据第3节中的计算,绘制在不同量纲一黏性系数下,等
效抗弯刚度a1分别取0.050、0.100、0.200、0.500、1.000时,
外钢围上冲击载荷作用点U、梁AB 端点处的量纲一挠度时

间曲线,以及两点的量纲一挠度差时间曲线(U 点处量纲一挠

度减去梁端点处量纲一挠度)。取外钢围结构角α=30°,外钢

围结构参数μ=0.4,冲击载荷角度β=10°,量纲一冲击载荷q=1。

  取量纲一黏性系数η
-=0,在冲击载荷作用点U 处量纲一挠度时间曲线如图4所示,在梁AB 端点

处量纲一挠度时间曲线如图5所示,相应两点量纲一挠度差时间曲线如图6所示。

  取量纲一黏性系数η
-=0.2,在冲击载荷作用点U 处量纲一挠度时间曲线如图7所示,在梁AB 端

点处量纲一挠度时间曲线如图8所示,相应两点量纲一挠度差时间曲线如图9所示。

图4 冲击载荷作用点U 处量纲一挠度时间曲线

Fig.4Nondimensionaldeflectionhistories
attheloadingpointU

图5 梁AB端点处量纲一挠度时间曲线

Fig.5Nondimensionaldeflectionhistories
attheendofthebeamAB
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图6 相应图4~5中两点量纲一挠度差时间曲线

Fig.6Nondimensionaldeflectiondifferencehistories
correspondingtotwopointsinFig.4-5

图7 冲击载荷作用点U 处量纲一挠度时间曲线

Fig.7Nondimensionaldeflectionhistories
attheloadingpointU

图8 梁AB端点处量纲一挠度时间曲线

Fig.8Nondimensionaldeflectionhistories
attheendofthebeamAB

图9 相应图7和8中两点量纲一挠度差时间曲线

Fig.9Nondimensionaldeflectiondifferencehistories
correspondingtotwopointsinFig.7-8

  通过观察分析上述计算结果得出:
(1)由图4、5可知,在不考虑黏性的情况下,梁AB 做无衰减振动。
(2)在2.3节中梁AB 端点的边界条件采用简化的式(8),仅当a1 较大时,该简化近似的线性边界

条件符合实际情况;而当a1 较小时,计算结果将与实际情况产生较大偏差。因此,等效抗弯刚度临界值

是本文研究的关键,当外钢围等效抗弯刚度大于该临界值,该外钢围在冲击载荷作用下可以近似视为刚

性的,从而简化的边界条件式(8)能够真实刻画梁端点的实际运动。
(3)图4中,随着a1 的增大,梁AB 端点处振幅几乎无变化;而在图5中,a1 较小时,U 点处振幅较

大,随着a1 的增大,U 点处的振幅减小并接近梁AB 端点处的振幅。a1≥0.200时,U 点处振幅已接近

于定值,可以近似认为此时外钢围抗弯刚度远大于防撞圈柔性基础的刚度,外钢围结构表现为刚性。
(4)由图4、5可知,随着a1 的增大,梁AB 端点和U 点处量纲一振动频率逐渐减小。根据2.2节,

特征时间T 与 a1成反比。根据换算得到,当a1≥0.200时,梁AB 端点和U 点处的实际频率基本保

持一致。这也说明当a1 较大(≥0.200)时,外钢围振动频率更多地与结构参数、防撞圈的分布相关,而
与外钢围抗弯刚度关系较小。当a1<0.200时,由于边界条件式(8)引起的误差较大,所以导致量纲一
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频率随等效抗弯刚度的增大而减小。
(5)由图6可知,当a1 较小时,量纲一挠度差较大;随着a1 的增大,量纲一挠度差逐渐减小。当a1

≥0.200时,量纲一挠度差已较小,可忽略不计。可以认为在不考虑黏性的情况下,外刚围结构的临界等

效抗弯刚度为0.200。
(6)由图7、8可知,在考虑有黏性的情况下,梁AB 做有衰减的振动。由图9可知,仍然是当a1≥

0.200时,量纲一挠度差较小,可以忽略不计。可以认为在考虑黏性的情况下,取外刚围结构的临界等效

抗弯刚度仍为0.200是合理的。
(7)上述(3)~(6)点表明,a1≥0.200时,采用简化的边界条件式(8)所产生的误差是可以忽略的。

5 速度边界条件下撞击力分析

图10 量纲一挠度时间曲线

Fig.10Nondimensionaldeflectionhistories

  为确定外钢围抗弯刚度对其承受撞击

力的影响,分析在速度边界条件下外钢围

受到的反力。取撞击速度v与时间t呈线

性关系即v-(t-)=v-0(1-t
-/t-0),v

-
0 为量纲

一初始速度,t-0 为量纲一撞击持续时间。
取外钢围结构角α=30°,外钢围结构参数

μ=0.4,撞击速度角度β=10°,量纲一初始

速度v-0=1、量纲一撞击持续时间t-0=15,
等效抗弯刚度a1 分别取0.05、0.100、

0.200、0.500、1.00时,根据计算得到撞击

作用点U 处量纲一挠度时间曲线如图10
中实线所示,梁AB 端点处量纲一挠度时

间曲线如图10中虚线及点画线所示,外钢

围量纲一反力时间曲线如图11所示。

图11 量纲一反力时间曲线

Fig.11Nondimensionalreactionforcehistories

  图10表明,随着量纲一速度减小到

0,U 点和梁AB 端点处的量纲一挠度达到

最大值。因为速度边界条件式(9)约束了

U 点处的量纲一速度,该点的量纲一挠度

时间关系不随a1 的改变而改变;而梁AB
端点处的量纲一挠度随着a1 的增大而增

大,在a1<0.200时表现的尤为明显,但当

a1≥0.2时,其差别逐渐减小,并逐渐接近

U 点处量纲一挠度。说明a1 的增大使得

梁AB 的变形减小,导致外钢围刚性段发

生更大的位移。
由图11可看出,当a1<0.200时,量

纲一反力同样随着a1 的增大而增大,在撞

击点处量纲一挠度相同的情况下,量纲一

反力更大则说明抗船撞装置的防撞能力更

强,a1 的增大提升了装置的防撞能力。当a1≥0.200时,量纲一反力曲线已经十分接近,说明此时已难

以再通过增大a1 来提升抗船撞装置的防撞能力,也验证了上节的结论。
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6 结 论

  通过建立一个由六边形梁结构及防撞圈构成的桥墩柔性抗船撞装置模型,得到了装置模型在冲击

载荷作用下,六边形梁的动力学方程及相应的初边值条件。通过对该方程进行Laplace变换以及数值

Laplace逆变换进行求解,得到外钢围在冲击载荷作用下的动态响应。通过对比不同工况下的计算结

果,进一步分析了抗弯刚度对外钢围的动态响应和承受撞击力性能的影响。
在考虑惯性力和防撞圈黏性效应的基础上,外刚围结构的临界等效抗弯刚度为0.200,当外钢围结

构等效抗弯刚度达到该临界值后,在冲击载荷的作用下可以近似为刚性。因此,建议在实际工程应用

中,设计抗船撞装置外钢围抗弯刚度为EI=0.2kL4,就能够有效地发挥抗船撞装置的防护功能,从而更

好地达到保护大桥和船舶的设防目的。
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Equivalentbendingstiffnessofahexagonalflexiblecrashworthydevice
forbridgepiers

WangShuo,YangLiming
(DepartmentofMechanics,NingboUniversity,Ningbo351211,Zhejiang,China)

Abstract:Ananalyticalmodelisestablishedtostudytheflexiblecrashworthydevicewhichisdevel-
opedindependentlyinChina.Themodeliscomposedofadistributedspringslinkingandsupporting
twohexagonal-shapebox-beamstructuresthatencirclethebridgepier.Thegoverningequationto-
getherwithadequateboundaryconditionsandinitialconditionsisdeducedfortheouterbeamunder
dynamicimpactloading.ThisgoverningequationissolvedbythemethodofLaplacetransformand
thenumericalinverseLaplacetransformtogetthedynamicresponseoftheouterbeam.Theinfluence
oftheequivalentbendingstiffnessonthedynamicresponseoftheouterbeamisanalyzed,andthe
criticalequivalentbendingstiffnessisobtained.Whentheequivalentbendingstiffnessoftheouter
beamismorethanthecriticalvalue,thebeamcanbeconsideredasarigidoneunderimpactload.
Keywords:flexiblecrashworthydevice;impactload;Laplacetransform;equivalentbendingstiffness;

dynamicresponse
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