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Hamilton体系下功能梯度梁的
热冲击动力屈曲分析
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  摘要:在Hamilton体系下,基于Euler梁理论研究了功能梯度材料梁受热冲击载荷作用时的动力屈曲问

题;将非均匀功能梯度复合材料的物性参数假设为厚度坐标的幂函数形式,采用Laplace变换法和幂级数法解析

求得热冲击下功能梯度梁内的动态温度场:首先将功能梯度梁的屈曲问题归结为辛空间中系统的零本征值问

题,梁的屈曲载荷与屈曲模态分别对应于Hamilton体系下的辛本征值和本征解问题,由分叉条件求得屈曲模态

和屈曲热轴力,根据屈曲热轴力求解临界屈曲升温载荷。给出了热冲击载荷作用下一类非均匀梯度材料梁屈曲

特性的辛方法研究过程,讨论了材料的梯度特性、结构几何参数和热冲击载荷参数对临界温度的影响。
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  功能梯度材料(functionallygradedmaterials,FGM)是由两种或以上不同材料制成的非均匀复合

材料,具有以梯度形式连续变化的材料组份,使得其物理性能也沿梯度方向连续变化,可使构件中的应

力集中降到最小[1-2]。由热障FGM 所制成的结构常工作在高温梯度环境中,受静态或动态热载荷作

用,所引起的热屈曲和热过屈曲吸引了很多力学工作者的研究兴趣[1-11]。

FGM结构的静态或动态热屈曲或热过屈曲问题,由于控制方程为变系数的微分方程而很难解析求

解,目前一般都采用数值法近似求解,例如传统的有限元法、差分法、摄动法、打靶法等都用于该问题的

求解。S.M.N.Mehrian等[3]基于L-S耦合热弹理论,研究了径向热冲击载荷作用下FGM环板的动态

稳定特性。仲政等[1]和张靖华等[2]结合物性参数的温度依赖性研究了压电FGM圆柱壳的热冲击动态

屈曲问题,用Budiansky稳定判别准则求解获得动态屈曲温度;同时B.Mirzavand等[5]又在文献[4]研
究的基础上,基于高阶剪切变形壳理论,求解获得相同结构的动态后屈曲平衡路径和屈曲温度。以上将

常规的有限元法或有限差分法用于FGM结构的分析,由于材料性质宏观上的非均匀性,求解时需要划

分大量的单元或网格,计算工作量巨大。L.S.Ma[6]基于剪切变形板理论,采用打靶法研究了FGM 圆

板在机械和热载荷共同作用下的非线性弯曲及过屈曲;S.R.Li等[7-8]采用打靶法分别研究了可伸长

FGMTimoshenko梁和FGM缺陷板在热、机载荷同时作用下的屈曲与后屈曲,指出对于边界固支的

FGM梁和完善板,即使作用非均匀升温载荷,其变形仍为分叉屈曲,而缺陷FGM板在热载荷作用下无

分叉屈曲。但采用打靶法时,对于外形规则结构的静态屈曲容易实现,对于动力屈曲问题的偏微分方程

却无法求解。N.L.Shegokar等[9]采用摄动法研究了压电FGM 梁在热、电、机多种载荷同时作用下的

过屈曲;M.Shariyat[10]考虑预应力和初始缺陷的影响研究了热-力冲击功能梯度圆柱壳的动态屈曲特

性,并由改进的Budiansky稳定判别准则求得屈曲临界载荷;K.J.Sohn[11]研究了功能梯度材料板受热

和空气动力载荷作用时的静态稳定和颤振特性。然而这些研究都是通过近似求解高阶微分或者是偏微

分方程而实现,对于静态稳定性问题尚可,但是对于动力稳定性问题,由于需考虑载荷随时间的变化特
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性等重要因素,若仍然采用经典弹性力学方法求解,难度将很大。并且求解中还常采用“模态”展开法将

偏微分方程退化为常微分方程,该法很难判定是否还存在其他形式屈曲模态。
相比之下,在Hamilton体系[12]下基于辛几何方法[13],利用分离变量、辛本征展开等方法研究结构

的稳定特性,避免了经典弹性力学方法需要求解偏微分方程组的瓶颈,容易得到问题的解答。并且将临

界载荷与屈曲模态的求解归结为辛本征值与本征解的求解,无需选择屈曲判别准则。刘淼[14]针对

FGM结构,提出了的辛空间有限元-时间子域法的列式方法,该方法中引入了动量作为基本变量,通过

对时间域离散,可将动力学问题的求解退化为求解线性方程组,通过分析FGM 矩形板的动力响应,表
明了辛空间有限元-时间子域法的计算精度高、实用性强。辛方法在结构稳定性方面的应用方面,褚洪

杰等[15]在Hamilton体系下,采用辛本征解展开法,研究了均匀梁的热屈曲和热过屈曲;J.B.Sun[16]采
用辛方法研究了热和压缩载荷作用下FGM圆柱壳的静态屈曲。目前,采用辛方法求解FGM结构热冲

击稳定性的研究成果极为少见。本文中,建立热冲击下功能梯度Euler梁动态热屈曲的辛方法求解过

程,借助于Hamilton体系的完备性解析求解完备的屈曲模态空间,并探索临界载荷、屈曲模态与辛体

系中的辛本征值、本征解的相互对应关系,并用数值模拟方法讨论其变化规律和影响因素。

1 基本方程

  考虑一长为l,厚为h,宽为b的矩形截面FGM梁。梁的上表面为纯金属,下表面是纯陶瓷,中间由

陶瓷和金属依照变化的体积含量连续过渡复合而成。选取变形前的轴线作为x轴,原点在左端面形心

处。梁两端固定,无初始变形及速度,在下表面受均布热冲击载荷作用,上表面与外部环境进行热交换,
研究其热冲击屈曲特性。

假设FGM 组分材料的体积分数沿厚度方向以幂函数形式连续变化,以k表示陶瓷的体积分数指

数(0<k<∞),其等效物性参数(弹性模量E、热膨胀系数α、密度ρ、热传导系数K 以及热容C 等)基于

Voigt等应变假设,表示为成分体积分数的函数[2,8]。通常材料的泊松比ν变化很小,为了简化计算,假
定ν为常数[2,8,17]。
1.1 正则方程

  基于Euler梁理论,考虑FGM为线性热弹性,则FGM梁表示能量的Lagrange函数为:
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式中:Ek 和Ep 分别为系统的动能和势能;w(x,t)为梁轴线上x 点的挠度,t为时间;κ为曲率;I为

FGM梁单位长度的质量,D 为FGM梁的刚度系数;NT 和MT 分别为有温度T 引起的热轴力和热弯

矩。I、D、NT、MT 定义为:
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式中:T(z,t)为温度的变化,简称升温。

  记w=q,并引进对偶变量p=δL/δ̇q=İq,其中p 为系统的动量,δ表示变分,对任意变量F,̇F=
∂F/∂t。由此可以得到Hamilton函数为[15]:
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根据Hamilton原理,利用Hamilton体系下的对偶正则方程,由上式可得:
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同时,考虑两端固定的FGM梁,挠度和转角为0的边界条件在Hamilton体系下写为:

q|x=0=q|x=l=0
∂q
∂x x=0

=∂q∂x x=l
=

ì

î

í
ïï

ïï 0
(5)

式(4)~(5)分别表示 Hamilton体系下辛空间中功能梯度梁热冲击动力稳定问题的对偶正则方程以及

边界条件,方程中含有未知的随温度变化的热轴力,我们首先求得非均匀功能梯度梁中的瞬态温度场方

可求解该方程组。

1.2 热传导方程及其求解

  考虑功能梯度梁的下表面从t=0时刻开始加升温载荷T(-h/2,t)=ΔT·f(t),ΔT 为载荷幅值,

f表示热载荷随时间变化的规律。功能梯度梁的上表面与外界进行热交换,换热系数用hr 表示,该一

维热传导问题的热传导方程及初边值条件由傅立叶热传导定律描述如下:
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  具体计算时考虑指数函数形式的升温载荷,即f(t)=1-e-at,其中a为热载荷参数。式(6a)为变

系数偏微分方程,直接求解较困难。采用Laplace变换法,令ψ(z,s)=L[T(z,t)],将式(6a)和(6b)对时

间t进行Laplace变换可得:
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式(7)为关于ψ(z,s)的变系数常微分方程和初边值条件,其中s为复变量。假定方程(7a)有级数解为如

下形式:

ψz,( )s =∑
¥

m=0

췍ψ
(m)(s)zm (8)

考虑初始条件和边界条件,将物性参数展开为级数形式[2,17]并和式(8)同时代入(7a),同时按z的各幂

次项整理,由各项系数为零可得一组代数方程。求解可得췍ψ
(m),即得ψ(z,s),其中含有的参数为热载荷

幅值ΔT。再对ψ(z,s)进行Laplace逆变换得瞬态温度场。在求解时先由分叉条件得 NT,后由 NT 反

解得到ΔT。

2 正则方程的求解

  在Hamilton体系下,零本征值本征解满足 Ψ̇=0,将式(4)代入,并进行量纲一化处理,得到量纲一

形式的正则方程:

∂4Q
∂X4+θ∂

2Q
∂X2=0 (9)

式中:X=x/l,Q=q/l,θ=NTL2/D。方程(9)为线性齐次方程,其通解为:

Q=C1+C2X+C3cosθ( )X +C4sinθ( )X (10)

式中:C1、C2、C3、C4 为 待 定 常 数。根 据 量 纲 一 边 界 条 件 Q|X=0=Q|X=1=0,(∂Q/∂X)|X=0=
(∂Q/∂X)|X=1,可由式(10)得:
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功能梯度梁屈曲的条件是式(11)具有非零解,此时它的系数行列式必为0,将该行列式展开并化简,即
可得本问题的分叉条件:

2-2cosθ- θsinθ=0 (12)

  求解特征方程(12)的根可得无量纲特征值θ1,θ2,…,θn,…,将特征值θn 依次代入θ=NTl2/D 中,
并结合式(2c)求解可获得屈曲载荷幅值ΔT。

  对于线性齐次代数方程组(11),采用归一化方法,令积分常数C4=1,并求解可得其余3个常数:

C1= θn -sin θn

1-cos θn

,  C2=- θn,  C3=sin θn - θn

1-cos θn

(13)

然后将以上常数代入式(10)中,可以得到FGM梁的第n阶屈曲模态:

Qn = 1-cos θ( )n 1-cos θn( )[ ]X +sin θn sin θn( )X - θn[ ]X (14)

3 数值结果及讨论

3.1 屈曲模态

  采用Newton-Raphson法求解功能梯度材料梁的屈曲分叉条件(式(11)),可得一组量纲一特征值:

θ1=39.47,θ2=80.76,θ3=157.91,θ4=238.72,θ5=355.31,θ6=475.60,…。将所得无量纲特征值θn

依次代入式(12)可得各阶屈曲模态。FGM梁的前四阶热冲击屈曲模态如图1~4所示。可以看出,不
同的热冲击载荷作用下功能梯度梁的失稳构形也不同。

图1 第一阶临界屈曲模态

Fig.1Firstordercriticalbucklingmode

图2 第二阶屈曲模态

Fig.2Secondordercriticalbucklingmode

图3 第三阶屈曲模态

Fig.3Thirdordercriticalbucklingmode

图4 第四阶屈曲模态

Fig.4Fourthordercriticalbucklingmode

3.2 屈曲升温载荷

  为了说明本文理论推导、数值计算的正确性和辛方法求解FGM梁热屈曲的有效性,令体积分数指
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数k=0将FGM梁退化为均匀陶瓷梁,采用辛方法计算了静态热载荷作用下两端固定Euler梁的临界

屈曲载荷,并将数值结果与文献[7]中Euler梁和考虑剪切效应的Timoshenko梁的打靶法计算结果同

时列于表1中,其中选取了文献[7]所采用的量纲一热载荷参数λcr=L2αmTm。由表可见,本文中采用

辛方法所得结果与文献[7]采用打靶法计算所得结果极其接近,说明辛方法计算结果正确可靠。表格中

两种梁理论的结果之间的差别反映了剪切变形对临界热载荷的影响。显然由于考虑剪切变形时梁的柔

性增加,临界载荷较低,但从表中也发现剪切变形的影响随着FGM 梁的长细比的增加而逐步减弱,所
以对于细长梁可将剪切变形忽略而看作Euler梁。

表1 陶瓷梁的静态热屈曲量纲一临界温度

Table1Thestaticnon-dimensionalcriticalbucklingtemperatureofceramicbeam

λ
量纲一临界温度

Euler梁结果[7] Timoshenko梁结果[7] 本文

20 3.29 3.19 3.290

30 3.29 3.26 3.290

40 3.29 3.27 3.290

50 3.29 3.28 3.291

60 3.29 3.28 3.294

70 3.29 3.29 3.294

80 3.29 3.29 3.294

  以下求解升温载荷时,选取组分材料分别为陶瓷SiC和金属Ni,两种材料的物理性能参数请见文

献[17]。若无特别指出,热冲击载荷参数给定为a=10,作用时间为Δt=5s,FGM梁的几何尺寸为h=
1cm,l=40cm;换热系数为hr=50。表2首先列出了给定不同体积分数指数k,即不同体积含量的

FGM梁热冲击时的前三阶屈曲升温ΔT。

表2 功能梯度梁的各阶屈曲升温

Table2BucklingtemperatureriseofFGMbeam

n θn
ΔT/K

SiC k=0.5 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100 Ni

1 39.47 488.26 307.64 268.63 242.02 216.39 198.53 167.88 163.46

2 80.76 999.04 629.48 549.65 495.21 442.76 406.21 343.50 334.46

3 157.91 1953.43 1230.82 1074.73 968.29 865.73 794.27 671.66 653.97

图5FGM梁的1、2阶屈曲升温随k的变化

Fig.5Variationsoffirstandsecondorder
bucklingtemperaturerisewithk

  图5进一步绘出了FGM梁受热冲击时第一阶

和第二阶屈曲升温ΔT 随体积分数指数k 的变化关

系曲线。由表2和图5可见,随着模态阶数的增高,
屈曲载荷值增大,且模态阶数的变化对屈曲载荷值

有显著的影响。对于本文中给定的指数函数型的热

冲击载荷作用下,FGM梁的屈曲升温介于均质陶瓷

和均质金属梁的屈曲升温之间,且随着组份材料的

体积分数指数k的增大而减小,即随着k的增大,结
构的强度降低,承受热冲击的能力减小。同时可见,
当k<2时减小的幅度较大,而当k>2时曲线较平

缓,对结构的强度及屈曲升温的影响也变小。

  表3列出了给定不同换热系数时体积含量不同
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的FGM梁受热冲击时的临界屈曲升温(ΔT)l。由表可见,不同换热系数时FGM 梁的临界载荷值基本

不变,即换热系数对临界屈曲升温基本无影响。

表3 不同换热系数(hr)时FGM梁的临界屈曲升温

Table3CriticaltemperatureriseofFGMbeamforsomespecifiedvaluesofhr

hr
ΔT/K

SiC k=0.5 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100 Ni

10 487.31 306.98 268.09 241.57 216.01 198.19 167.6 163.18

30 487.79 307.31 268.36 241.8 216.2 198.36 167.74 163.32

50 488.26 307.64 268.63 242.02 216.39 198.53 167.88 163.46

70 488.73 307.97 268.9 242.25 216.58 198.69 168.02 163.59

  表4列出了不同长细比的FGM梁受热冲击时的临界屈曲升温,可以看出,随着长细比λ的逐渐增

大,受热冲击时的临界屈曲升温(ΔT)l明显减小,这是由于其弯曲刚度减小的缘故。

表4 不同长细比(λ)下FGM梁的临界屈曲升温(ΔT)l
Table4CriticaltemperatureriseofFGMbeamforsomespecifiedvaluesofλ

λ
(ΔT)l/K

SiC k=0.5 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100 Ni

30 868.02 546.92 477.57 430.27 384.69 352.94 298.45 290.59

40 488.26 307.64 268.63 242.02 216.39 198.53 167.88 163.46

50 312.49 196.89 171.92 154.89 138.49 127.05 107.44 104.61

60 258.25 162.72 142.08 128.01 114.45 105.00 88.79 86.45

图6 不同a时FGM梁的临界屈曲升温(ΔT)l
Fig.6Variationsofcriticaltemperature

forspecifiedvaluesofa

  图6为给定不同载荷参数a时FGM 梁热冲击

屈曲的临界升温(ΔT)l随体积分数指数k的变化关

系曲线。由图可见,临界屈曲升温随着a的逐渐增

大而缓慢减小。当参数a<5时,a对临界温度有影

响;但参数a>5时由于临界屈曲升温基本不随a的

增大而变化,所以基本无影响;不同参数a下,FGM
梁受热冲击时的临界屈曲升温随组份参数k的变化

趋势都相同。

  表5列出了载荷作用时间Δt不同时体积含量不

同的 FGM 梁 受 热 冲 击 时 的 屈 曲 临 界 屈 曲 升 温

(ΔT)l。由表可见,功能梯度梁的临界屈曲升温随载

荷 作用时间的增加而逐渐减小。当Δt<5s时,随

表5 热冲击载荷作用时间(Δt)不同时FGM梁的临界屈曲升温(ΔT)l
Table5CriticaltemperatureriseofFGMbeamforsomespecifiedvaluesofΔt

Δt/s
(ΔT)l/K

SiC k=0.5 k=1 k=2 k=5 k=10 k=100 Ni

1 805.26 600.65 534.75 481.04 421.57 378.73 310.23 302.12

2 589.07 415.66 368.42 331.62 292.37 264.47 219.63 213.83

5 488.26 307.64 268.63 242.02 216.39 198.53 167.88 163.46

10 479.57 289.57 250.81 225.92 203.5 187.99 160.13 155.91

∞ 479.39 288.26 249.28 224.58 202.55 187.3 159.69 155.48
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作用时间的延长有较大变化,当Δt>5s时变化很小,最终随时间的增大而趋于一定值。其原因在于,
热冲击载荷作用时间越长,梁内的温度分布越均匀,对屈曲临界屈曲升温的影响也逐渐消失。

4 结 论

  通过对热冲击载荷作用下FGM梁的动力屈曲特性的研究,得出以下结论:
(1)利用辛方法在Hamilton体系下求解FGM 结构的热冲击屈曲是可行的,绕开了经典弹性力学

解偏微分方程的瓶颈,容易得到问题的解答;
(2)热冲击下FGM 梁随着体积分数指数的增大,强度降低,其临界屈曲升温介于均质陶瓷梁和均

质金属梁的相应结果之间,随着梯度材料的体积分数指数的增大而逐渐减小;
(3)热冲击载荷作用时间对FGM梁的临界屈曲升温有较大影响,但介质换热系数和载荷变化参数

对FGM梁的临界屈曲升温影响不大。
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Dynamicbucklinganalysisoffunctionallygradedbeam
underthermalshockinHamiltonsystem

ZhangJinghua1,ZhaoXingxing1,LiShirong2
(1.SchoolofSciences,LanzhouUniversityofTechnology,Lanzhou730050,Gansu,China;

2.SchoolofCivilScienceandEngineering,YangzhouUniversity,

Yangzhou225127,Jiangsu,China)

Abstract:BasedontheEulerbeamtheory,thedynamicbucklingofthefunctionallygradedbeamsub-
jectedtothermalshockwasinvestigatedintheHamiltonsystem.Thematerialpropertiesofthefunc-
tionallygradedbeamwereassumedtobegradedinthethicknessdirectionaccordingtoasimplepower
lawdistributionintermsofthevolumefractionsoftheconstituents.Thetransienttemperaturefields
weresolvedanalyticallyusingtheLaplacetransformandpowerseriesmethod.Itwasshownthatthe
dynamicbucklingproblemcanbereducedtoazero-eigenvalueprobleminthesymplecticspace,the
bucklingloadingandthebucklingmodeoftheFGMbeamcorrespondtothegeneralizedeigenvalue
andeigensolution.Thebucklingmodeandthebucklingthermalaxialforcescanbeobtainedthrough
bifurcationcondition,andthebucklingtemperatureriseoftheFGMbeamcanbeobtainedbyinverse
solution.Inthisresearch,thesolutionprocessfordynamicbucklingoftheFGMbeamsubjectedto
thermalshockusingthesymplecticmethodweregiven,andtheeffectsofthematerialconstitution,

geometricparametersandtheparametersofthermalshockloadonthecriticaltemperatureweredis-
cussed.
Keywords:functionallygradedmaterials;Eulerbeam;thermalshock;symplecticmethod;dynamic
buckling
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