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垂直入射弹性波在压电体单侧接触界面上的
传播特性
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  摘要:弹性波与压电材料接触界面的相互作用问题是工程应用中常见而复杂的问题,入射波足够强会引

起界面出现滑移和分离,但滑移和分离的边界未知,边界条件具有非线性特性。通过Fourier分析,将混合边

值问题的求解转化为非线性代数方程,利用软件通过迭代修正的方法进行了求解;给出3种状态边界的求解,

分析入射波强度、外加应力及电场对界面状态的影响,并对高频谐波的特性进行分析,通过实例对理论推导进

行验证,结果显示:入射波强度、外加荷载和电场的大小及摩擦因数均会影响到界面,通过改变这些条件可以

控制界面状态,另外检测高频谐波的信号也可以反映界面状态。
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  界面广泛存在于自然介质及工程结构中,弹性波与界面相互作用一方面会引起界面的失稳或破坏,
另一方面界面会改变波的传播方向使波发生反射和折射,或者阻碍波的传播形成波的衰减和波形改

变。关于波与界面相互作用问题的研究多集中于几种界面模型:完好黏结界面模型、弱连接界面及界面

层模型和接触界面模型。接触界面只能承受压力而不能承受拉力,因而是一种单侧约束的界面模型。

K.Sazawa等[1]最早将界面的摩擦定律写成线性形式,当不考虑界面相对滑移速度时得到弹簧滑移模

型,卢文波[2]利用该模型研究了应力波与岩石中可滑移解理面的相互作用问题。但是大家知道库伦摩

擦不是线性而是非线性模型,特别是与速度无关的干摩擦问题线性模型更是不适用的。Y.Chevalier
等[3]假定整个界面在不分离状态下处于滑移状态,建立了滑移状态模型。李夕兵[4]利用该模型分析了

应力波在岩体软弱结构面上的传播问题。但是一般情况下入射波是脉冲波,界面应力非均匀,界面会发

生局部分离和滑移,因此上述模型也不适用。对黏着、滑移及分离区域应该分别建立边界条件,但黏着、
滑移和分离状态的边界未知,边界具有很强的非线性,因此增加了问题的难度。考虑单一型波(P波或

SV波)入射,M.Comniou等[5-7]较早采用该模型研究了波与接触界面的相互作用问题,他们的研究大多

针对无限大介质和各向同性介质。Y.S.Wang等[8-11]、于桂兰等[12]、李楠等[13]将M.Comniou等的方法

推广应用到覆层和夹层中的传播问题中,后来又进一步研究了摩擦接触界面上波的再极化问题及各向

异性介质摩擦接触界面与波的相互作用问题。综上所述诸多学者的研究主要针对普通纯弹性材料。压

电介质与纯弹性介质相比,由于力电耦合特性的存在,使类似问题的求解增加了难度。白玉柱等[14-15]对

一维弹性波在压电材料光滑接触界面中的传播问题进行了研究,而对摩擦接触界面至今鲜有讨论。对

于压电材料弹性波斜入射(二维)摩擦接触界面问题[16]由于总是伴随有非均匀平面波的出现,问题的解

由奇异积分方程控制,这与一维波问题或纯弹性介质的情况有很大的区别。路桂华等[17]曾对一维P波

入射问题进行过简单介绍,没做深入研究和详细分析。
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  本文中针对一般垂直入射弹性波与压电材料摩擦接触界面相互作用问题进行了较深入讨论,通过

Fourier分析的方法,将问题的求解转化为非线性代数方程的求解。通过迭代和修正,确定界面上分离、
滑移和黏着3种区域的分布范围,并讨论随外加力/电荷载的变化规律。同时计算了面力、相对滑移速

度等参量以及由于边界非线性而引起的反射和透射的高频谐波幅值。

1 问题的描述

图1 一维弹性波透过压电介质摩擦接触界面的传播

Fig.1Propagationofone-dimensionalelasticwavethrough
africtionalcontactinterfacebetweentwopiezoelectricmedia

  如图1所示,2个相接触的半无限大各向

同性压电弹性体,接触面遵循库仑摩擦定律,忽
略运动锁定效应(即:动、静摩擦因数fk 和fs
相同),设摩擦因数fk=fs=f,远处受压应力

p¥、剪应力τ¥
1 和电场E¥

1、E¥
3 作用。有一沿z

轴的平面波垂直于界面入射(n=0表示),当入

射波强度足够大时界面会交替出现黏着、滑移、
分离这3种不同状态,但状态边界未知,这导致

问题的边界非线性,使得系统对单一入射波的

响应将包括所有的高频成分,因此会产生高频

谐波。图中n=1,2和n=3,4分别代表反射波

和透射波,cij、eij、εij、ρ分别为下半平面的弹性

常数、压电常数、介电常数及密度,c-ij、e
-
ij、ε

-
ij、ρ

-

分别为上半平面相应的材料常数。

  假定为平面应变问题,采用图1所示的坐标系,其z轴为压电介质的极轴。对于横观各向同性压电

介质一维问题,可取入射波为任一类型的平面简谐波,形式如下:

u(0),w(0),φ
(0( )
) =A(0)d(0)

1 ,d(0)
2 ,d(0)( )3 Reexpik0(z-c0t[ ]{ }) (1)

式中:u、w、φ分别为x、z方向的位移分量和电势标量,A为振幅,(d1,d2,d3)为位移极化矢量,k0 为波

数。不失一般性取A(0)为实数。反射波及折射波的形式可记为:

u(n),w(n),φ
(n( )
) =A(n)d(n)

1 ,d(n)
2 ,d(n)( )3 Reexp[ik0(p(n)z-c0t{ })]   n=1,2,3,4 (2)

  接触界面上z=0,ik0(p(n)z-c0t)=-ik0c0t,令η=-k0c0t,设界面面力分量为Sx(η)、Sz(η),电位

移分量为Dz(η),界面的相对滑移速度为Vx(η),界面张开速度为Vz(η),界面张开位移为g(η)。

  接触界面上面力和电位移连续,除此之外还应建立如下边界条件[18]:

  (1)分离状态:

g(η)>0,   Sx(η)=Sz(η)=0 (3)

  (2)滑移状态:

g(η)=0,   Sz(η)<0,   Sx(η)=f Sz(η) (4)

Vz(η)=0,   sign(Vx)=sign(Sx) (5)

  (3)黏着状态:

g(η)=0,   Vx(η)=0,   Sz(η)<0,   Sx(η)<f Sz(η) (6)

  电边界条件采用可导通电边界条件,即:D+
z=D-

z,Δφ=0,其中+、-号分别代表界面上下边界,Δφ
为电势差。根据横观各向同性压电材料本构关系及几何关系可知,电边界条件自动满足。另外,以下分

析中,由弱条件Vz(η)=g
·(η)=0代替g(η)=0,并确保张开位移在接触状态消失。

2 问题的求解

  同文献[12]将问题的解分解为一个完好黏结情况下的双侧解和一个表征单侧性质的修正解。其中

双侧解以上标b来表示,如u(b);修正解以上标波浪线来表示,如 ～u。完好黏结情况下,界面力双侧解可
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以写成如下形式:

S(b)
x (η)=A(0)

1 sinη,   S
(b)
z (η)=A(0)

3 sinη (7)
式中:A(0)

1 =k0c44d(0)
1 A(0),A(0)

3 =k0(c33+e233/ε33)d(0)
2 A(0)。

  考虑到边界非线性将引起高频谐波,修正解可写成包含所有频率的傅立叶级数的形式:

～u(n),～w(n),～φ
(n( )
) = d(n)

1 ,d(n)
2 ,d(n)( )3 Re∑

¥

m=1
F(n)
mexp[imk0(p(n)z-c0t{ })]   n=1,2,3,4 (8)

式中:F(n)
m 为未知系数。令Fm=Dm+iEm ,Dm 和Em 为实数。根据接触界面上应力连续可推出:

F(3)
m =λ1F(1)

m ,   F(4)
m =λ2F(2)

m (9)

式中:λ1=c44p(1)(c-44p(3))-1 ,λ2=(c33+e233/ε33)p(2)[(c-33+e-233/ε
-
33)p(4)]-1 则外力作用下界面力为:

Sx(η)=Tx +A(0)
1 sinη-k0c44p(1)∑

¥

m=1
m[D(1)

msin(mη)+E(1)
mcos(mη)] (10)

Sz(η)=Pz+A(0)
3 sinη-k0(c33+e233/ε33)p(2)∑

¥

m=1
m[D(2)

msin(mη)+E(2)
mcos(mη)] (11)

式中:Tx =τ¥
1 +e15E¥

1,Pz=-p¥ -e33E¥
3。界面滑移和张开速度:

Vx(η)=Ux +d
～u(3)

dt -d
～u(1)

dt

=Ux +k0c0(λ1-1)∑
¥

m=1
m[D(1)

msin(mη)+E(1)
mcos(mη)] (12)

Vz(η)=k0c0(λ2-1)∑
¥

m=1
m[D(2)

msin(mη)+E(2)
mcos(mη)] (13)

式中:Ux 为整体滑移速度,Ux =12π∫
π

-π
Vx(ξ)dξ。

  下面分别针对分离、滑移、黏着这3种不同的状态,讨论问题的求解。

2.1 分离状态的解

  根据边界条件式(3)结合式(10)~(13)可得:

Vz(η)=q(Pz+A(0)
3 sinη) (14)

式中:q=c0(λ2-1)[(c33+e233ε-1
33)p(2)]-1 。

  界面张开位移:

g(η)=- k0c( )0
-1∫Vz(η)dη=q(k0c0)-1(-Pzη+A(0)

3 cosη-L) (15)

  若设η∈ (δ1,δ2)为分离状态,则g(δ1)=g(δ2)=0,因此:

L=-Pzδ1+A(0)
3 cosδ1=-Pzδ2+A(0)

3 cosδ2 (16)

  根据η的周期性,只需在η的一个周期内,如(-π,π),讨论问题的求解。图2所示为A(0)
3 >0和

A(0)
3 <0时,g(η)和η关系图。

  由弱条件Vz(η)=g
·(η)=0代替g(η)=0。从图可以判断,当A(0)

3 >0时,g
·(δ2)=0,由此可判断

在η∈ (δ1,δ2)区间内g(η)>0,(δ1,δ2)为分离区。根据式(14),令Vz(δ2)=0可以得到:

sinδ2=-Pz/A(0)
3    δ2 >π/2 (17)

δ1 可由式(16)求解获得,且δ1 <π/2。

  同理当A(0)
3 <0时:sinδ1=-Pz/A(0)

3 ,δ1 <-π/2,δ2 由式(16)求得,且δ2 >-π/2。

2.2 滑移状态的解

  式(10)~(13)结合边界条件式(4)可推出:

a0Vx(η)=a0Ux +Tx +A(0)
1 sinη±f(Pz+A(0)

3 sinη) (18)
式中:a0=c44p(1) c0(λ1-1[ ]) -1 。
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图2 界面张开位移与参数关系

Fig.2Relationbetweentheinterfaceopeningdisplacementandtheparameter

  确定滑移状态区间的条件有2个:(a)区间2个端点Vx(η)=0;(b)区间内Sz(η)<0,sign(Vx)=
sign(Sx)。首先根据双侧解估计滑移状态区间的可能分布。图3为压应力和剪应力(-π,π)内的分布

示意图。图中可以看出当η=±π/2时压应力取得极值,而剪应力也取得极值,推测在η=±π/2附近可

能出现滑移状态。当A(0)
3 >0时,估计各个区间的可能分布如图4所示。忽略库仑摩擦的运动锁定效

应(即动静摩擦因数相等),在滑移范围两端有Vx(η)=0。根据式(18),在(-π/2,π/2)内可能得到2个

根,记为η1 和η2,则:

sinη1=(-a0Ux -Tx -fPz)/A(0)
1 +fA(0)( )3

sinη2=(-a0Ux -Tx +fPz)/A(0)
1 -fA(0)( )3

(19)

  当2个根为实根时,令α1=min(η1,η2),α2=max(η1,η2),β1=-π-α1,β2=π-α2,则区间(β1,

α1)和 (α2,β2)即为可能的滑移状态区间;当只有一个实根时,说明只有一个滑移状态区间,并可根据条

件判定是 (β1,α1)还是 (α2,β2);当无实根时有2种可能情况:当 Tx + A(0)
1 <f(Pz - A(0)

3 )时

界面为完全黏结无滑移状态,当 Tx - A(0)
1 >f(Pz - A(0)

3 )时界面处于连续滑移无黏结状

态。式(18)~(19)是非常复杂的非线性方程组,直接求解比较困难的,通过 Matlab软件给出了数值解。

图3 双侧解分布图

Fig.3Distributionofbilateralsolution

2.3 黏着状态的解及高频谐波解

  式(10)~(13)结合边界条件式(6)可推出得界面面力:

Sx(η)=Tx +A(0)
1 sinη+a0Ux,   Sz(η)=Pz+A(0)

3 sinη (20)
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图4 各个状态区间的可能分布

Fig.4Possibledistributionsofeachstateinterval

  由边界非线性引起的反射及透射高频谐波幅值分量可由式(9)~(13)推出,高频谐波的幅值(其中

一次谐波幅值不含双侧解的贡献):

F(n)
m = (D(n)

m )2+(E(n)
m )2   n=1,2,3,4 (21)

3 算例及分析

图5P波入射,分离状态分布区间与Pz/A(0)
3 的变化关系

Fig.5Distributionofseparationzonesfordifferent-Pz/A(0)
3

whentheincidentwaveisPwave

  取上、下半空间为同一种各向同性材料

BaTiO3,材料参数为:c11=150GPa,c13=
66GPa,c33=146GPa,c44=44GPa,e13=
-4.35C/m2,e15 = 11.4C/m2,e33 =
17.5C/m2,ε33=111.5×10-10C/(V·m),

ε11 =128.3×10-10 C/(V · m),ρ=
5700kg/m3,库仑摩擦因数取为f=0.2。
以P波入射为例进行分析,设入射波幅值为

A(0)
3 =k0(c33+e33/ε33)d(0)

2 A(0)=a0/f。

  只有P波入射时,考虑到问题的对称性

不会产生剪应力,因此不会有滑移状态产生,
只有分离和黏着2种状态交替。图5所示为

Tx/A(0)
3 =0 时,分 离 状 态 分 布 区 间 与

Pz/A(0)
3 的变化关系图。根据η的周期性,前

文中理论分析部分是在 -π,[ ]π 之间进行讨

论的,考虑到η=-k0c0t为负值,算例分析中将取值周期改为-η方向,并将曲线调整到周期全为正值

的区间内,同时横坐标除以周期2π,代表在一个整周期内的变化规律,因此图5的横坐标取为-η/2π。
图5中 δ1,δ[ ]2 为分离状态分布区间,0.5,δ[ ]1 和 δ2,[ ]1.5 为一个周期内黏着状态分布区间。Ⅰ代表不

同Pz/A(0)
3 值对应的分离状态分布区间变化时组成的区域。从区域Ⅰ的规律可看出,当 Pz/A(0)

3 <1
时,分离状态才开始产生,分离状态区间的范围随 Pz/A(0)

3 的减小而增大。当 Pz/A(0)
3 >1时压应

力足够大界面不会分离。图中还可以看出入射波相位只影响分离状态的分布位置,而不会影响分离区

间的大小,其大小只与入射波强度有关。

  当有外加剪力作用时,会导致界面产生滑移。图6(a)所示为Pz/A(0)
3 =-0.5时,黏着、滑移和分离

这3种状态分布区间与 Tx/A(0)
3 的变化关系曲线。图中 δ1,δ[ ]2 为分离状态分布区间,α2,δ[ ]1 与

δ2,β[ ]2 为滑移状态分布区间。Ⅰ、Ⅱ、Ⅲ分别代表不同Tx/A(0)
3 值对应的分离、滑移和黏着状态分布区

间变化时组成的区域。从图中可以看出分离状态区间始终为一定值,这说明分离状态的分布只与等效

外加压力有关,而与外加剪力 的大小无关。随 Tx/A(0)
3 的增大,滑移状态区间增大,当 Tx/A(0)

3 超

过0.13时整个界面处于滑移状态和分离状态交替产生而无黏着状态存在的情况。

  图6(b)所示为Pz/A(0)
3 =-1.5时,各种状态分布区间与Tx/A(0)

3 的关系曲线。因为压力足够大界

面不会分离。 α2,β[ ]2 为滑移状态分布区间,Ⅰ代表不同Tx/A(0)
3 值对应的滑移状态分布区间变化时组
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图6P波入射,分离、滑移和黏着状态分布区间随Tx/A(0)
3 的变化关系

Fig.6Distributionofseparation,slip,stickstatezonesfordifferentTx/A(0)
3 whentheincidentwaveisPwave

成的区域。当 Tx/A(0)
3 <0.1时,不足以克服摩擦阻力无滑移状态产生,当 Tx/A(0)

3 >0.1时,滑移

状态开始出现,并且其分布区间随 Tx/A(0)
3 的增大而增大,增大至0.3时界面发生连续滑移。滑移状

态的分布与Tx 的方向无关,只与其大小有关。

图7 反射波幅值随Pz/A(0)
3 的变化关系

Fig.7Distributionofthereflectionwave’samplitude

fordifferentPz/A(0)
3

  针对图5所示的情况,图7给出了反射波的

一次(仅含单侧解)及二次谐波的振幅随Pz/A(0)
3

的变化曲线。图中 F(0)
m =2πk0c0 Fm

qA(0)
3

,是一个

有关入射波幅值的比值,与入射波幅值有关。从

图中可以看出随着 Pz/A(0)
3 增大,一次谐波的

幅值逐渐减小至零,二次谐波的幅值先增大而后

逐渐减小到零。这是因为 Pz/A(0)
3 为零时整个

界面 处 于 分 离 状 态,入 射 波 被 完 全 反 射;而

Pz/A(0)
3 >1时整个界面处于完好黏着接触状

态,入射波完全透射过去(因为2个半空间取同种

材料)。这2种情况下均不会有高频谐波产生。
图中反射二次谐波的幅值曲线也正好验证了这一

特性。根据式(9)可知,透射和反射高频谐波的幅

值只相差一比例常数,所以它们的性质完全一样。

4 结 论

  (1)弹性波垂直摩擦接触界面入射时会引起界面发生分离或滑移。分离区和滑移区的大小和分布

与外加荷载、入射波强度及摩擦因数等有关。

  (2)外加压应力Pz 和剪应力Tx 均为等效外加应力,包括电场分量。因此可知外加电场通过改变

外加机械荷载的作用效果而影响界面的状态。不同方向的外加电场作用时会起到促使或抵制界面分离

和滑移的作用。

  (3)分离和滑移状态产生时确实会导致高频谐波产生。P波入射在摩擦接触界面上产生反射和透

射高频P波,若等效的外加剪力为零,则不会产生高频SV波,即不会发生波形畸变。同样SV波遇到

界面后也不会发生波形畸变,即不会产生反射和透射P波。
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Behaviorofone-dimensionalelasticwavesataunilateralcontactinterface
betweentwopiezoelectricsolids

LuGuihua1,ZhaoMan2,YueQiang1
(1.CollegeofWaterConservancyandCivilEnginerring,ShandongAgricultureUniversity,

Taian271018,Shandong,China;

2.SchoolofCivilEnginerring,ShijiazhuangTiedaoUniversity,

Shijiazhuang050043,Hebei,China)

Abstract:Thebehaviorofone-dimensionalelasticwavesataunilateralfrictionalcontactpiezoelectric
materialinterfacewasstudiedtheoreticallyinthisthesis.Whentheincidentwaveisstrongenough,

thecontactinterfacewillseparateorslipinlocalinterfaceareasandnon-linearity(boundarynon-line-
arity)willposeasaseriousproblem,andhighharmonicswillbegeneratedduetothisnon-linearity,

thusnotonlycausingdifficultiesinmathematicsbutgivingrisetosomenewphenomenainphysics.In
thispaperone-dimensionalproblemswerediscussedindetailsusingtheFourieranalysis,andthemix-
boundaryvalueproblemswithunknownregionswereconvertedtoasetofnon-linearalgebraicequa-
tionsforaone-dimensionalcase.Aniterativemethodwasdevelopedtodeterminetheextentandloca-
tionoftheseparation,slipandstickregionswhichvarywiththeexternalmechanical-electricalloads.
Theinterfacetractions,relativeslipvelocitiesandtheamplitudesofthereflectedandrefractedhigh
harmonicsduetotheboundarynon-linearitywerecalculated.Theirvariationwiththeappliedmechan-
ical-electricalloadswasdiscussed.Itwasfoundthat,duetothemechanical-electricalcoupling,the
non-linearityofmechanicalparameterswouldinducethenon-linearityofelectricalparameters,andthe
appliedelectricalfieldswouldinfluencetheinterfacestatesbychangingthemechanicalloads.The
presentresearchmayenrichthewavetheoryofpiezoelectricityandfacilitateitspracticalapplication.
Forinstance,wecouldevaluatethecontactstateandmodulateaninterfacebydetectingthemechani-
calorelectricalinformationcarriedbyhighharmonics.
Keywords:piezoelectricmaterial;frictionalcontact;elasticwaves;highfrequencyharmonics;separa-
tionzones;slipzones
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