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  摘要:在研究数值模拟的输入参数引入的不确定性时,通常需要人为给定每个输入参数的概率分布,且
输入参数概率分布的选择可能会对分析结果产生直接影响。利用贝叶斯方法标定了圆筒试验JWL状态方程

参数,得到了标定参数的估计值和后验分布,并研究了不同统计模型假设对标定参数的估计值和后验分布的

影响。贝叶斯后验分布融合了基准试验的试验数据的信息,因此将其作为不确定度量化分析时输入参数的初

始概率分布,可以尽量减少分布选择引入的认知不确定性。
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  随着计算机技术的发展,数值模拟已经成为复杂系统研究及设计的重要手段。以往,研究人员常常

将材料参数、几何尺寸等作为确定性的输入参数,代入程序进行数值模拟,从而得到确定性的结果。然

而实际上,数值模拟过程中存在各种不确定性来源。近十几年,不确定度量化(uncertaintyquantifica-
tion,UQ)方法发展迅速,逐渐成为数值模拟研究的热点[1-2]。不确定度量化主要关注如何表征、量化、
减小数值模拟过程中的各种不确定性来源,是实现高置信度数值模拟的有效手段。在进行不确定度量

化分析时,为了研究输入参数引入的不确定性,每个输入参数常常需要人为给定概率分布。输入参数概

率分布的选择很可能会对分析结果有直接影响,为了减少分布选择的主观性,输入参数的概率分布最好

能够由试验数据提供。

  目前,圆筒试验是评估炸药的做功能力、确定爆轰产物状态方程参数的基准试验,已经得到了广泛

应用[3-8]。标准的圆筒试验方法主要采用电离探针测量炸药爆速,用高速扫描相机记录定常滑移爆轰驱

动下圆筒壁的径向膨胀距离随时间的变化关系,并利用经验公式计算圆筒壁的膨胀速度和比动能等表

征炸药做功能力的特征量,最后利用这些试验结果标定JWL(Jones-Wilkins-Lee)状态方程的参数[9-10]。
本文中,利用贝叶斯方法对圆筒试验JWL状态方程参数进行标定,给出标定参数的估计值,得到标定参

数的后验分布,然后将该后验分布作为不确定度量化分析时输入参数的初始分布,以减小输入参数分布

选择引入的不确定性。

1 圆筒试验

  圆筒试验的试验装置示意图如图1所示,高速相机VISAR从狭缝扫描记录的是圆筒壁外表面的

径向膨胀过程,通过对照片底片的处理获得圆筒壁的径向膨胀位移和时间的关系。得到的观测数据如

图2所示。炸药爆轰产物JWL状态方程形式和等熵条件如下:

p=A[1-ω/(R1V)]e-R1V +B[1-ω/(R2V)]e-R2V +ωe/V
pS =Ae-R1V +Be-R2V +C/Vω+{ 1

(1)
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式中:p为压力,下标“S”表示熵,V 为相对比容,e为初始体积能量,A、B、C、R1、R2 和ω为待标定参数。
利用JWL状态方程在C-J点的特性,由圆筒试验和相关试验的观测数据得到爆压、爆速、密度、内能和

参数ω,再构造代数方程组,给定R1 和R2,联立求解A、B 和C[11]。

图1 圆筒试验的试验装置示意图

Fig.1Deviceofcylindertest

图2 圆筒试验径向半径和时间的关系

Fig.2Radiusvs.timeincylindertest

2 贝叶斯标定方法

  M.Kennedy和A.O’Hagan[12]提出用贝叶斯方法进行参数标定和预测。由此发展出来一系列方

法,统称为KOH方法[13-15]。KOH方法用高斯过程(Gaussianprocess,GP)对计算结果和观测结果进

行建模,同时对模型偏差进行建模。KOH方法的主要思想是用高斯过程建立代理模型,然后用代理模

型计算后验分布和标定参数。下面简单介绍KOH方法的框架,更多技术细节参见文献[12]。

2.1 定义和统计模型

  令X=(X(1),…,X(qX))为qX 维控制变量,θ=(θ(1),…,θ(qθ))为qθ 维标定参数,Y 为数值模拟计算

的输出结果,Z为试验观测结果。KOH模型如下:

yi=fC(x*
i ,si)        i=1,…,M (2)

zj=ρfC(xj,θ)+b(xj)+εj   j=1,…,N (3)
式中:fC(·)为计算模型,b(·)为模型偏差,εj 为观测误差,ρ为回归系数,M 为数值模拟样本量,N 为

试验样本量,x*
i 为控制变量在第i次数值模拟中的取值,xj为控制变量在第j次实验中的取值(按照数

理统计中约定,采用大写字母表示随机变量,相应的小写字母表示该随机变量的取值,本文中,“X”、
“Y”、“Z”、“T”、“R1”、“R2”均采用该约定)。为了得到数值模拟的结果,需要给标定参数赋值,令s表示

数值模拟时输入的标定参数,θ表示标定参数的真实值,以便于区分。

  假设εj 服从均值为零、方差为λ的正态分布;fC(·)用高斯过程建模,均值函数为m1(x,s),协方

差函数为c1(·,·);模型偏差b(x)也用高斯过程建模,均值函数为m2(x),协方差函数为c2(·,·)。假

设均值函数和协方差函数的形式如下:

mi(·)=hi(·)Tβi   i=1,2 (4)

ci((xk,sk),(xl,sl))=σ2iexp-∑
qX

j=1
ωXij (x(j)

k -x(j)
l )2-∑

qθ

r=1
ωθir (s(r)k -s(r)l ){ }2   i=1,2 (5)

式中:hi(·)为统计建模时任意给定的连接函数,σ2i、ωXi、ωθi 为协方差函数建模中需要估计的未知参

数。令ψ=(ψ1,ψ2),ψi 是协方差函数ci(·,·)中的超参数 (σ2i,ωXi,ωθi),i=1,2。KOH模型的超参

数包括β=(β1,β2)和φ=(ρ,λ,ψ),则全部要估计的参数为 (θ,β,φ)。
2.2 数据结构

  数据包括观测数据z和数值模拟结果y,即dT=(zT,yT)。数值模拟过程中输入变量的取值记为

D1={(x*
1 ,s1),…,(x*

M,sM)},试验数据控制变量的取值记为D2={x1,…,xN},与D1 相对应,可以将

D2 扩充为D2(θ)={(x1,θ),…,(xN,θ)}。
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2.3 后验分布

  令先验分布P(β)∝1。根据贝叶斯理论,在给定先验分布的条件下,后验分布为:

P(θ,β,φ|d)∝P(θ)P(φ)f(d;md(θ),Vd(θ)) (6)
式中:f(d;md(θ),Vd(θ))是多元正态分布N(md(θ),Vd(θ))的密度函数,且

md(θ)=E(d|θ,β,φ)=H(θ)β=
H1(D1) 0

ρH1(D2(θ)) H2(D2

æ

è
ç

ö

ø
÷)β (7)

Vd(θ)=V(d|θ,β,φ)=
V1(D1) ρC1(D1,D2(θ))T

ρC1(D1,D2(θ))λIN +ρ2V1(D2(θ))+V2(D2

æ

è
çç

ö

ø
÷÷)

(8)

式中:H1、H2为由连接函数hi构成的向量,V1(D1)为由集合D1中数据构成的方差矩阵,V2(D2)为由

集合D2 中数据构成的方差矩阵,C1 为D1 和D2 中数据构成的协方差矩阵,IN 为N 维单位矩阵。

2.4 计算步骤

  直接计算式(6)中的后验分布较困难,因此将计算过程分为4个步骤:步骤1和步骤2是建立GP
模型,步骤3是用建立的GP模型计算后验分布,步骤4是利用步骤3得到的后验分布标定参数。

  步骤1:建立GP代理模型,估计β1 和c1(·,·)的超参数ψ1。用数值模拟所得数据y估计β1 和ψ1,
得到估计值β̂1 和ψ̂1。步骤2:建立观测数据的GP代理模型,估计ρ、λ、β2 和c2(·,·)的超参数ψ2。在

β̂1 和ψ̂1 给定的条件下,用观测数据z估计ρ、λ、β2 和c2(·)的超参数ψ2,从而得到估计值β̂=(̂β1,̂β2)和

φ̂=(̂ρ,̂λ,̂ψ)。步骤3:计算标定参数θ的后验分布。由于P(θ|φ=̂φ,d)∝P(θ,̂φ|d),因此通过计算

P(θ,̂φ|d)即可得到θ的后验分布。步骤4:利用θ的后验分布标定参数。标定参数的估计可以定义为

后验分布的均值θ̂(mean)、中位数θ̂(mid)或最大概率值θ̂(max),其中θ̂(max)也称为最大后验估计(maximum
posteriorestimates,MPE)。

3 JWL状态方程参数的标定

  采用KOH贝叶斯方法标定圆筒试验JWL状态方程参数。将标定参数记为(R1,R2);将时间视为

设计变量,记为T;同时令M=30,N=10。数值计算过程中,R1 和R2 的抽样区间分别为[4.3,5.5]和
[0.8,1.5],用拉丁超立方抽样(latinhypercubesample,LHS)方法得到M 组参数并代入模拟程序进行

计算,得到M 条径向半径随时间变化的曲线。对设计变量T 进行LHS抽样得到 M 个样本。将T 和

(R1,R2)的样本随机配对得到模拟计算的输入数据D1={(t*1 ,R11,R21),…,(t*M,R1M,R2M)}。D1 对应

的计算输出结果为y={y1,…,yM}。需要注意的是,每次数值计算的结果都是径向半径随时间变化的

曲线,这里只是从曲线上随机取一个抽样点作为输出结果。对时间变量T 随机抽样得到N 个样本,即
D2={t1,…,tN}。将D2 扩充为D2(r1,r2)={(t1,r1,r2),…,(tN,r1,r2)},其中 (r1,r2)是标定参数的

真实值。D2(r1,r2)对应的径向半径观测数据为z={z1,…,zN}。假设 (R1,R2)的先验分布为均匀分

布,即对 (R1,R2)没有任何知识;超参数ψ的先验分布为标准正态分布。数值模拟使用的计算程序为

由北京应用物理与计算数学研究所自主研制的相容拉氏流体动力学工具包CHAP(compatiblehydro-
dynamicsanalysisprogram)[16]。

  下面分别采用两个模型进行建模,其主要区别在于模型中是否包含偏差。模型1是KOH模型的

通用形式,如式(2)~(3)所示;模型2是 KOH 模型的特殊形式,相当于在模型1的基础上令ρ=1,

b(xj)≡0,此时式(3)可以简化为:

zj=fC(xj,θ)+εj   j=1,…,N (9)

  按照第2.4节中的4个步骤依次进行计算。第1步是建立数值模拟的GP代理模型。GP代理模

型中参数的估计值分别为β̂1=3.090,̂σ21=2.296,̂ωX1=0.603,̂ωR11=0.064,̂ωR21=0.059。为检验GP
代理模型预测的能力,重新随机抽样4组 (R1,R2)样本代入数值模拟程序进行计算,将计算得到的结

果和采用GP模型预测的结果进行比较,如图3所示。从图3可以看出:代理模型预测曲线和数值计算

的曲线基本重合,说明代理模型的预测足够精确。第2步是建立观测数据的GP代理模型。模型1中
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模型参数的估计值分别为ρ̂=1.057,̂λ=1.810,̂β2=-0.607,̂σ22=1.585,̂ωX2=2.220。由于模型2忽略

了模型偏差并且ρ=1,所以该步骤中只需要估计λ,估计值为λ̂=2.608×10-5。第3步是计算标定参

数的后验分布。图4给出了标定参数 (R1,R2)的后验概率分布等高线,其中后验概率共分为9个概率

区间,分别由9种颜色进行区分,从小到大依次用Pk(k=1,…,9)表示,P9 表示最大概率区间的值域。
图4(a)为采用模型1得到的后验概率分布,可以看出,概率分布从右下角向左上角逐级递增,概率最大

区域P9 位于左上角;图4(b)为采用模型2得到的后验概率分布,可以看出,概率分布从右下角和左边

向中间区域逐级递增,P9 近似位于中间位置。第4步是标定参数。由图4可知:模型1的 MPE为

R̂(max)
1 =4.68258,̂R(max)

2 =1.31066;模型2的 MPE为R̂(max)
1 =4.74985,̂R(max)

2 =1.10314。两个模型的

MPE均近似位于P9 区域的中心位置。

图3GP代理模型预测的结果和数值计算结果的比较

Fig.3ComparisonofpredictionsoftheGPsurrogatemodelwithnumericalsimulations

图4 两模型的后验概率等高线和最大后验估计

Fig.4PosteriordistributionandMPEwithdifferentmodels
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  图5为模型1和模型2的预测效果,其中标定结果(红线)是将 MPE代入数值模拟程序计算得到,
预测结果(绿线)采用观测数据的GP代理模型计算得到,试验结果用黑线表示。图5显示:两个模型的

预测结果均与试验结果符合很好,说明建立的代理模型都能够比较精确地描述试验数据。模型2中试

验结果和标定结果符合得比较好,表明标定的参数值是最佳拟合的估计;但是,当t>39μs时,模型1的

标定结果和试验结果差异逐渐增大。由于数值模拟和基于观测数据代理模型的预测(即f̂C(xj,̂θ)和

f̂C(xj,̂θ)+̂b(xj))都足够精确,所以两者的差异即为模型偏差的预测b̂(x),说明模型1标定的参数值

是“调和”了模型偏差b̂(x)和标定参数θ̂的最佳估计。

图5 径向半径的预测、试验和模拟结果的比较

Fig.5Comparisonofradiushistoriesobtainedbyprediction,experimentandsimulation

4 结 论

  (1)用KOH贝叶斯方法标定圆筒试验JWL状态方程的参数R1 和R2,得到了标定参数的估计值

和后验分布,并将后验分布作为子系统级(或系统级)复杂系统数值模拟不确定度量化分析的输入参数

的初始分布,以尽可能地减少分布选择引入的认知不确定性。(2)分析了两种KOH统计模型假设对标

定参数估计值和后验分布的影响。从参数标定的角度分析,模型2得到的估计值更好;从不确定度量化

的角度分析,由于模型1还分析了模型偏差引入的不确定性,因此模型1更合适。
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BayesiancalibrationforparametersofJWLequationofstate
incylindertest

ChenHua1,ZhouHaibing1,LiuGuozhao1,SunZhanfeng2,ZhangShudao1
(1.InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100094,China;

2.LaboratoryforShockWaveandDetonationPhysicsResearch,InstituteofFluidPhysics,

ChineseAcademyofEngineeringPhysics,Mianyang621999,Sichuan,China)

Abstract:Sinceprobabilitydistributionsofinputparametersareusuallyassignedsubjectivelyforun-
certaintyquantification(UQ)innumericalsimulations,theselectionofdistributionsmayhavesignifi-
canteffectonanalysisresultsofUQ.Inthispaper,tocalibratemorepreciselytheparametersofJWL
equationofstateinthecylindertest,weproposedtoadoptBayesianmethodsthatprovideestimators
andposteriordistributionsofcalibrationparameters.Further,weinvestigatedtheeffectsofmodelas-
sumptionsonestimatorsandposteriordistributionsofcalibrationparameters.Ourstudyshowsthat,

owingtotheinformationofcylinderteststheycontain,theposteriordistributionscanbeusedasini-
tialprobabilitydistributionsoftheinputparametersinUQtoreducetheepistemicuncertainty.
Keywords:uncertaintyquantification;calibration;posteriordistribution;Bayesianmethods;JWL
equationofstate;cylindertest;Gaussianprocess
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