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半空间双相压电介质垂直边界附近圆孔
对SH波的散射

*

张希萌,齐 辉,项 梦
(哈尔滨工程大学航天与建筑工程学院,黑龙江 哈尔滨150001)

  摘要:利用“Green函数法”和“镜像法”对垂直边界附近含圆孔的半空间双相压电介质对SH波的散射问

题进行分析,得到其稳态解。利用镜像法得到满足水平边界应力自由与电位移自由的波函数解析表达式。根

据垂直边界连续性条件,利用“契合法”建立第一类Fredholm型积分方程组,得到圆孔周边的动应力集中系数

与电场强度集中系数解析表达式。数值算例分析了入射波频率、入射角度、介质参数等对动应力集中系数与

电场强度集中系数的影响,并与已有文献进行比较。计算表明,高频SH波垂直入射危害较大。
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  压电介质具有机-电耦合效应,广泛应用于智能结构和传感器元件中,实现结构的自我诊断、自我修

复等功能,因此其在未来航空航天飞行器设计中占有重要地位。由于加工工艺、环境变化等因素,复合

材料会产生圆孔等缺陷,这些缺陷存在于界面附近(材料性质变化最剧烈)时,会引起材料失效、破坏等

问题,例如压电元件在生产加工过程中形成的圆孔,其动应力集中问题比一般材料更复杂。许多学者对

缺陷问题进行了研究并取得了丰富成果[1-11]。近年来,舒小平等[1]利用等效单层理论求解了正交压电

复合材料层板在各类边界条件下的解析解;王永健等[2]利用理论对各项同性压电双材料中椭圆圆孔孔

边裂纹的反平面问题进行分析;C.F.Gao等[3]利用复变函数法研究了压电介质中椭圆形孔洞进行了断

裂力学分析;K.L.Lee等[4]对压电介质中斜椭圆孔的断裂问题进行了分析;J.K.Du等[5]利用波函数展

开法对部分脱胶夹杂对反平面剪切波的散射问题进行了研究;W.J.Feng等[6]利用奇异积分方程技术

研究了压电材料中脱胶夹杂对SH 波的散射问题;宋天舒等[7-9]研究了全空间双相压电介质中水平边界

附近圆孔的动力学问题。本文中,利用“Green函数法”和“镜像法”构造出满足水平边界应力与电位移

自由、垂直边界连续性条件的波函数。根据直角域垂直边界上连续性条件,利用“契合法”建立第一类

Fredholm型积分方程组并进行求解。通过具体算例和数值结果,讨论入射角度、入射频率、介质参数等

对压电材料力学和电学性质的影响。

图1 含圆孔的半空间双相压电介质模型

Fig.1 Modelofapiezoelectricbi-material
inhalfspacewithacircularcavity

1 问题的描述

  如图1所示,介质Ⅰ为含圆孔的直角域,其质量密

度、弹性常数、压电系数和介电常数分别为ρ1、cⅠ
44 、eⅠ

15

和κⅠ
11 ,其水平边界、垂直边界分别为ΓH 、ΓV ,圆孔中心

位置与垂直边界ΓV距离为d,与水平边界ΓH 距离为h,
其边界为ΓC ;介质Ⅱ为无缺陷的直角域,其质量密度、
弹性常数、压电系数和介电常数分别为ρ2、cⅡ

44 、eⅡ
15和κⅡ

11

;圆孔内空气的压电常数和介电常数分别为ec15 和κc11 。
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本文采用坐标变换法,建立坐标系xOy 与x′O′y′,对应的复坐标系分别为η=x+iy=reiθ 与η′=x′+
iy′=r′eiθ′ ,两坐标系之间关系为:

x′=x-d,   y′=y-h (1)

2 Green函数

  设z轴为压电材料的电极化方向,则反平面动力学问题的稳态控制方程(忽略时间因子e-iωt)为:

c44 Ñ2w+e15 Ñ2φ+ρω2w=0
e15 Ñ2w-κ11 Ñ2φ={ 0

(2)

式中:w 和φ 分别为压电材料的平面位移和电势,ω为SH波的圆频率。令φ=e15(w+f)/κ11 ,则式(1)
可以简化为:

Ñ2w+k2w=0
Ñ2f={ 0

(3)

式中:波数k=ρω2/c*,c* =c44+e215/κ11 。

  利用复变函数法,令η=x+iy,η=x-iy,在复平面 (η,η)中,控制方程转化为:
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在复平面 (η,η)内采用极坐标系,令η=reiθ,η=re-iθ,则本构方程为:
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式中:τrz 和τθz 分别的压电介质的径向和切向应力,Dr 和Dθ 分别为圆孔中电场的径向和切向电位移。
直角域介质Ⅰ在线源荷载δ(η-η0)作用下的模型如图2所示,其中η0=d+iy(y≤h),表示某个位于

介质Ⅰ垂直边界ΓV 上的点。

图2 受线源荷载作用的直角域模型

Fig.2Right-angleplanemodelimpactedby
alinesourceforce

  直角域介质Ⅰ的边界条件可以表示为:

ΓH:τⅠ
yz y=h =0, DⅠ

y y=h =0
ΓV:τⅠ

xz x=d =δ(η-η0)

ΓC:τⅠ
rz r=a,-π≤θ≤π=0

ΓC:GⅠ
φ r=a,-π≤θ≤π=Gc

φ r=a,-π≤θ≤π

ΓC:DⅠ
r r=a,-π≤θ≤π=Dc

r r=a,-π≤θ≤
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式中:GⅠ
w 和GⅠ

φ 分别表示介质Ⅰ中平面位移和电势的

Green函数,上标“Ⅰ”表示与介质Ⅰ相关的物理量;Gc
φ

与Dc
r 分别表示圆孔内的电势与电位移的Green函数,上

标“c”表示圆孔内物理量。

  求解线源荷载δ(η-η0)产生的扰动可得入射波的位移Green函数Ginw 。本文中利用“镜像法”构造

满足水平垂直边界应力与电位移自由的入射波与散射波,其中与入射波相关的位移Green函数 (Ginw)
和电势Green函数 (Ginφ)表达式为:
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Ginw = i
2cⅠ

44(1+λⅠ)H(1)
0 (k1 η-η0 )[ +H(1)

0 (k1 η-η0-2ih ])

Ginφ =eⅠ
15

κⅠ
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(7)

式中:λⅠ =(eⅠ
15)2/(cⅠ

44κⅠ
11)为量纲一压电参数,上标“in”表示与入射波相关;k1 为SH波在介质Ⅰ中的

波数,H(1)为第一类Hankel函数,其下标表示阶数。令上标“s”表示与散射波相关,则与散射波相关的

位移Green函数 (Gs
w)和电势Green函数 (Gs

φ)表达式为:
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式中:
S(1)

n =H(1)
n (k1 η )η/[ ]η n,  S(2)

n =H(1)
n (k1 η1 )η1/η[ ]1

-n

S(3)
n =(-1)nH (1)

n (k1 η2 )η2/η[ ]2
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(8)

根据以上结果,可以得到介质Ⅰ中位移Green函数GⅠ
w 与电势Green函数GⅠ

φ ,即
GⅠ

w =Ginw +Gs
w,  GⅠ

φ =Ginφ +Gs
φ (9)

对于圆孔内部可以形成电场,其电势Green函数 (Gc
φ)的表达式为:

Gc
φ =ec15

κc11f
c,  fc=D0+∑

+∞

n=1

(Dnηn +Enηn) (10)

利用边界条件式(6)建立关于An、Bn、Cn、Dn、En 的方程组如下:
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式中:
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将式(11)中各等式两端同时乘以e-imθ(m=0,±1,±2,±3…),在边界ΓC对(-π,π)区间积分,截取有

限项,从而得到关于待定系数的线性方程组,求解即可得出An、Bn、Cn、Dn、En。
  与介质Ⅰ类比,设k2 为SH波在介质Ⅱ中的波数,λⅡ为介质Ⅱ的量纲一压电参数,则其Green函数

的表达式为:
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44(1+λⅡ)H(1)
0 (k2 η-η0 )[ +H(1)

0 (k2 η-η0-2ih ])

GⅡ
φ =eⅡ

15

κⅡ
11
GⅡ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï w

(12)

3 SH波的散射

  根据文献[9-11]中方法,由入射波、反射波、折射波、和散射波引起的压电材料位移函数win、wr、
wf、ws 及其激发的电势函数φin、φr、φf和φs 表达式分别为:

win =w0expik12
(η-d-ih)exp(-iα0)+[ ]{ }c.c +w0expik12

(η-d-ih)exp(iα0)+[ ]{ }c.c

φin =φ0exp
ik1
2
(η-d-ih)exp(-iα0)+[ ]{ }c.c +φ0exp

ik1
2
(η-d-ih)exp(iα0)+[ ]{ }c.c

wr=w1expik12
(η-d-ih)exp(-iβ0)+[ ]{ }c.c +w1expik12

(η-d-ih)exp(iβ0)+[ ]{ }c.c

φr=φ1exp
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2
(η-d-ih)exp(iβ0)+[ ]{ }c.c

wf=w2expik22
(η-d-ih)exp(-iα2)+[ ]{ }c.c +w2expik22
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φf=φ2exp
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2
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2
(η-d-ih)exp(iα2)+[ ]{ }c.c
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2cⅠ44(1+λⅠ)∑
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式中:c.c表示取前一项的复共轭;β0 为反射角度,且β0=π-α0;α0 为入射角度;α2 为折射角度;w0、w1、

w2、φ1、φ2 为常数,满足连续性条件:

w0+w1=w2,  φ0+φ1=φ2,  k1sinα0=k2sinα2 (14)
待定系数Kn、Pn、Qn、Sn、Tn 可以根据边界条件(应力自由,电势和电位移连续)进行求解,与上节确定

Green函数中系数的方法相同。

图3 含圆孔的半空间双相压电介质

垂直界面的契合

Fig.3Conjunctionofpiezoelectricbi-material
verticalinterfaceinhalfspace

withacircularcavity

4 契合法

  如图3所示,利用“契合法”将两直角域模型介质Ⅰ
和介质Ⅱ在垂直边界上“契合”起来,形成半空间模型,其
中坐标系x′O′y′与xOy的关系为η=η′+d+ih。为满

足垂直边界上的连续性,根据文献[10]中方法,在垂直边

界ΓV 上施加一对反平面外力系f1(r′0,θ′0)和f2(r′0,θ′0)
及一对平面内电场f3(r′0,θ′0)和f4(r′0,θ′0)。

  在介质Ⅰ中:

wⅠ =win+wr+ws

τⅠ
θz =τinθz +τrθz +τsθz

φⅠ =φin+φr+φs

DⅠ
θ =Din

θ +Dr
θ+Ds

ì

î

í
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ïï

ï
ïï

θ

(15)

  在介质Ⅱ中:

wⅡ =wf,  τⅡ
θz =τfθz,  φⅡ =φf,  DⅡ

θ =Df
θ (16)

  在垂直边界θ′0=-π/2上,由连续性条件可知:

τⅠ
θzsinθ′0+f1(r′0,θ′0)=τⅡ

θzsinθ′0+f2(r′0,θ′0),  wⅠ +wf1 =wⅡ +wf2

DⅠ
θsinθ′0+f3(r′0,θ′0)=DⅡ

θsinθ′0+f4(r′0,θ′0),  φⅠ +φf3 =φⅡ +φf{ 4
(17)

式中:wf1和wf2分别为外力系f1(r′0,θ′0)和f2(r′0,θ′0)引起的位移,φf3和φf4分别为外电场f3(r′0,θ′0)
和f4(r′0,θ′0)引起的电势。
  垂直边界ΓV 上连续性条件为:

win+wr=wf,  τinθz +τrθz =τfθz

φin+φr=φf,  Din
θ +Dr

θ=Df{
θ

(18)

利用式(17)对式(16)进行简化,得到关于外力系的积分方程如下:

f1(r′0,θ′0)=f2(r′0,θ′0), ∫
∞

0
f1(r′0,θ′0)G(1)

w (r′0,θ′0;r,θ)[ +G(2)
w (r′0,θ′0;r,θ ])dr′0=-ws (19)

f3(r′0,θ′0)=f4(r′0,θ′0), ∫
∞

0
f3(r′0,θ′0)G(1)

φ (r′0,θ′0;r,θ)[ +G(2)
φ (r′0,θ′0;r,θ ])dr′0=-φs (20)

积分方程式(19)~(20)为含弱奇异性的第一类Fredholm型积分方程,可以采用直接离散法进行求解。

5 动应力集中系数

  根据文献[10],在SH波作用下圆孔周边的环向剪切应力可以表示为:

τθz =τⅠ
θz +icⅠ

44∫
∞

0
f1(η′0)

∂GⅠ
w

∂η
eiθæ

è
ç -∂G

Ⅰ
w

∂η
e-i ö

ø
÷

θ dη′0 +ieⅠ
15∫

∞

0
f3(η′0)

∂GⅠ
φ

∂η
eiθæ

è
ç -∂G

Ⅰ
φ

∂η
e-i ö

ø
÷

θ dη′0 (21)

动应力集中系数τ*
θz(dynamicstressconcentrationfactor,DSCF)可表示为:

τ*
θz = τθz/τ0 ,  τ0=ik1 cⅠ

44+(eⅠ
15)2/κⅠ[ ]11 w0 (22)

6 电场强度集中系数

  根据文献[10],在SH波作用下圆孔周边电场强度可以表示为:
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Eθ=EⅠ
θ -i∫

∞

0
f3(η′0)

∂GⅠ
φ

∂η
eiθ-∂G

Ⅰ
φ

∂η
e-iæ

è
ç

ö

ø
÷

θ dη′0 ,  EⅠ
θ =-i∂φ

Ⅰ

∂η
eiθ-∂φ

Ⅰ

∂η
e-iæ

è
ç

ö

ø
÷

θ (23)

由此可得,电场强度集中系数E*
θ (electricfieldintensityconcentrationfactor,EFICF)的表达式为:

E*
θ =Eθ

E0
,  E0=k1eⅠ

15w0

kⅠ
11

(24)

7 具体算例

  当λⅠ=λⅡ=0,cⅠ
44=cⅡ

44,k1=k2,ρ1=ρ2 时,本文模型退化为含圆孔的半空间弹性介质。当参数取

值与文献[12]相同时,该模型中动应力集中系数τ*
θz的分布情况如图4(a)所示。对比可知,计算结果与

文献[12]中结果吻合较好。当λⅠ=λⅡ=0,cⅡ
44=0,k2=0,ρ2=0时,本文模型退化为含圆孔的直角域弹

性介质。采用与文献[13]中相同的参数求解得到τ*
θz 的分布情况,如图4(b)所示。对比可知,计算结果

与文献[13]中结果吻合较好。因此本文所采用的计算方法是可行的。以下令k1=k,构造量纲一参数

k*
1 =k2/k1,h*=h/a,d*=d/a对计算模型进行分析,并设k*

1 =1,cⅡ
44/cⅠ44=2,κⅠ

11/κc11=1000,其中κc11为

圆孔内部空气的介电常数,a为圆孔半径。

图4 方法验证(与文献[12-13]比较)

Fig.4Vertificationofthepresentmethod(Comparedtoreference[12-13])

图5SH波以不同角度入射时圆孔周边

动应力集中系数的分布

Fig.5DSCFaroundcircularcavityedgebySH-wave
withdifferentincidentangles

  图5给出了低频SH波以不同角度入射时圆孔

周边动应力集中系数的分布情况。图5显示:SH
波水平入射时,τ*

θz最大值分布在圆孔上、下两侧;垂
直入射时,τ*

θz最大值分布在圆孔左、右两侧。当SH
波垂直入射时,τ*

θz最大值为2(θ=0°),比水平入射

时τ*
θz的最大值1.67(θ=73°)提高约19.7%,可见入

射角度对τ*
θz存在影响。

  图6给出了SH波水平入射时圆孔周边动应力

集中系数随参数ka 的变化情况。由图6可知:当

ka=0.1时,τ*
θz的最大值为1.67(θ=73°);当ka=2

时,τ*
θz最大值为2(θ=90°),提高了约19.7%。因此

ka对τ*
θz影响显著。综合图5和图6结果可知,高频

SH波垂直入射对τ*
θz的影响较大。

  图7给出了SH波水平入射时圆孔周边动应力集中系数随λⅠ 分布情况。由图7可知:当λⅠ=0.3
时,τ*

θz最大值为1.2(θ=90°);当λⅠ=1时,τ*
θz最大值为2(θ=90°),约为前者的1.6倍。
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图6SH波水平入射时圆孔周边动应力集中系数

随参数ka的分布

Fig.6DSCFaroundcircularcavityedgevs.ka
byhorizontalSH-wave

图7SH波水平入射时圆孔周边动应力集中系数

随λⅠ 的分布

Fig.7DSCFaroundcircularcavityedgevs.λⅠ

byhorizontalSH-wave

  图8给出了SH波水平入射时圆孔周边动应力

图8SH波水平入射时圆孔周边动应力集中系数

随λⅡ 的分布

Fig.8DSCFaroundcircularcavityedgevs.λⅡ

byhorizontalSH-wave

集中系数随λⅡ的变化情况。由图8可知:当λⅡ =1
时,τ*

θz最大值为5.2(θ=17°);λⅡ=0.3或0.5时,

τ*
θz的分布基本一致,最大值为2(θ=90°),约为前者

的38%。由此可见,λⅡ对τ*
θz的影响比λⅠ更显著。

  图9给出了SH波水平入射时圆孔θ=-π处

动应力集中系数随ka 的变化情况。由图9可知:

τ*
θz随ka 增大振荡变化;当0≤ka<1.1时,λⅠ=0.3
对应的τ*

θz 比较大;当1.1≤ka<2时,λⅠ=1对应的

τ*
θz较大;当λⅠ=1、ka=1.9时,τ*

θz达到最大值,约为

2.46。由此可见,当参数ka相同时,λⅠ对τ*
θz的分布

存在影响。

  图10给出了SH波以不同角度入射时圆孔周

边电场强度系数的分布情况。由图10可知:SH波

水平入射时,E*
θ 最大值分布在圆孔上下两侧;垂直入射时,E*

θ 最大值分布在圆孔左右两侧,与图5中

τ*
θz 的分布趋势一致。SH波水平入射时,E*

θ 的最大值为0.81(θ=-108°);垂直入射时,E*
θ 的最大值

为2(θ=0°),约为前者的2.4倍。由此可见,入射角度对E*
θ 存在影响。

图9SH波水平入射时圆孔周边应力集中系数

随参数ka的变化

Fig.9DSCFaroundcircularcavityedgevs.ka
byhorizontalSH-wave

图10SH波以不同角度入射时圆孔周边电场强度

集中系数的分布

Fig.10EFICFaroundcircularcavityedgeby
SH-wavewithdifferentincidentangles
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  图11给出了SH波水平入射时圆孔周边电场强度系数随参数ka的变化情况。由图11可知,ka对

E*
θ 影响显著。当ka=0.1时,E*

θ 最大值为0.81(θ=-108°);当ka=2时,E*
θ 最大值为2(θ=90°),约

为前者的2.4倍。综合图10和图11结果可知,高频SH波垂直入射对E*
θ 影响较大。

  图12给出了θ=-π处SH波水平入射时电场强度系数随ka的变化情况。由图12可知:E*
θ 随着

ka 的增大振荡变化;当0≤ka<1.7时,λⅠ=0.3对应的E*
θ 较大;当1.7≤ka<2时,λⅠ=1对应的E*

θ

较大;当ka=1.9、λⅠ=1时,E*
θ 达到最大值,约为2.95。由此可见,在参数ka相同的情况下,λⅠ对E*

θ

的分布存在一定的影响。

图11SH波水平入射时圆孔周边电场强度

集中系数随参数ka的分布

Fig.11EFICFaroundcircularcavityedge
vs.kabyhorizontalSH-wave

图12SH波水平入射时电场强度集中系数

随参数ka的分布

Fig.12VariationofEFICFaroundcircularcavityedge
vs.kabyhorizontalSH-wave

8 结 论

  利用Green函数法、“镜像法”和“契合法”对半空间双压电介质垂直边界附近圆孔对SH波的散射

进行分析研究。计算结果表明:入射角度、入射波频率、量纲一压电参数对圆孔周边的动应力强度系数

与电场强度集中系数存在影响,且高频SH波垂直入射对压电材料的危害较大;随着入射波频率的增

加,圆孔周边θ=-π处的动应力集中系数与电场强度集中系数均随着ka的增大而振荡变化。该结果

为压电元件的设计制造及工程应用提供有益的参考
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ScatteringofSH-wavebyacircularcavityneartheverticalboundary
inthepiezoelectricbi-materialhalf-space

ZhangXimeng,QiHui,XiangMeng
(CollegeofAerospaceandCivilEngineering,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China)

Abstract:ThescatteringoftheSH-wavebyacircularcavityneartheverticalboundaryinthepiezoe-
lectricbi-materialhalf-spacewasanalyzedusingtheGreenfunctionmethodandthemirrormethodto
obtainthesteadystateresponse.Theanalyticalexpressionofthewavefunctionwasobtainedonthe
horizontalboundariesusingthemirrormethod.Thisfunctionwasthestress-freeandelectric-displace-
ment-free.Accordingtothecontinuityconditionontheverticalboundary,thefirstkindofFredholm
integralequationswereestablished,therebyobtainingtheanalyticalexpressionofthedynamicstress
concentrationfactorandtheelectricfieldintensityconcentrationfactoraroundtheedgeofthecircular
cavitybytheconjunctionmethod.Theinfluenceofthefrequenciesoftheincidentwave,theincident
angleandthemediaparameter,etc.,onthedynamicstressconcentrationfactorandtheelectricfield
intensityconcentrationfactorwasexaminedandcomparedwithexistingliteraturesusingcalculating
examples.Thenumericalresultsshowthatseriousdamageoccurswhenthehigh-frequencyincident
SHwavecomesinvertically.
Keywords:halfspace;piezoelectricbi-material;circularcavity;SHwave;dynamicstressconcentra-
tionfactor;electricfieldintensityconcentrationfactor

(责任编辑 王玉锋)

995 第4期       张希萌,等:半空间双相压电介质垂直边界附近圆孔对SH波的散射


