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  摘要:提出本构方程计算方法的稳定性问题,针对黏塑性本构计算的显式精确算法的稳定性进行分析,

发现该算法并非无条件稳定,使用小扰动方法给出了其计算稳定的必要条件,稳定性条件对数值计算中的时

间步长提出限制要求。通过有限元算例验证了分析的正确性,计算结果也表明理论推导得到的稳定性公式能

够准确预测满足计算稳定性条件要求的最大时间步长与各参数之间关系。
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  一直以来,塑性和黏塑性材料的本构方程及其数值算法的研究是计算力学的核心问题。D.C.
Drucker等[1-2]提出了著名的Drucker公设,该公设是经典塑性理论的基石。利用Drucker公设可直接

推导出塑性流动的正交法则和屈服面的外凸性,但其缺点是只适用于稳定材料。A.C.Palmer[3]指出针

对软化的非稳定材料也可以得到塑性流动的正交法则和屈服面的外凸性。李永池等[4]进一步发展了

A.C.Palmer的思想,提出了广义Drucker公设,将稳定材料和非稳定材料统一在一个框架之内。

  Drucker公设推导出的塑性流动法则是塑性本构计算的基石,其指出塑性应变必须沿着当前加载

面的法线方向发展。迄今为止,有关冲击动力学问题的计算程序中,本构算法大部分采用传统的半径回

归法[5-7],这是人们最初针对理想塑性材料提出的一种本构更新算法。对于具有应变率效应的黏塑性材

料,采用这种算法会带来较大的误差,尤其是当材料由弹性状态进入屈服状态时。针对此问题,李永池

等[8]提出了一种新的显式本构计算方法,称为显式精确算法。基于广义Drucker公设,李永池等[8]理论

推导指出当黏塑性材料进入屈服状态后,利用材料的实时状态量即可唯一确定塑性流变过程中的塑性

流动因子。若在一阶精度下,利用上时刻的状态量即可求出现时刻的塑性流动因子,继而可计算现时刻

的塑性变形,而后利用胡克定律可得现时刻的应力增量。

  通常情况下,数值计算的稳定性是针对连续方程、动量方程和能量方程的差分格式而言。本文中探

讨本构方程计算方法的稳定性问题。对李永池等[8]发展的显式精确算法进行稳定性分析,并通过对单

个单元的有限元算例验证其正确性。

1 显式精确算法及其计算稳定性

  显式精确算法的详细理论推导过程见文献[8],文献[8]中是从一般性的热黏塑性本构关系出发推

导的,具有一定的普适性。本文中对其推导过程进行一定的简化,从目前常见的 Mises屈服准则下的黏

塑性本构关系出发推导。

1.1 显式精确算法

  针对 Mises类黏塑性本构关系,屈服函数可设为:
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式中:ε
·p
ij 为塑性偏应变率张量分量,sij 为偏应力张量分量。

  根据广义Drucker公设可知,塑性流动的正交法则为:
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式中:σij 为应力张量分量,λ
·
为塑性流动因子。

  将式(1)~(2)代入式(4)得:
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  将式(5)代入式(3),得:
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  由黏塑性本构方程式(1),可反解出等效塑性应变率为:

ε
·p=F-1(σ)=g(σ) (7)

  式(6)、(7)联立,得:

λ
·

=g(σ) (8)

  由式(8)可知,塑性流动因子可由材料当前的应力状态唯一确定。

  将式(8)代入式(5)得:

ε
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  根据材料的胡克定律,有:
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式中:G 为剪切模量,e
·(n+1/2)
ij 为n 到n+1时刻的总偏应变率张量分量,e

·e
ij
(n+1/2)为n到n+1时刻的弹性

偏应变率张量分量,dt为计算当前步的时间步长。

  针对式(9),使用差分格式ε
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  式(11)即为本构计算中的偏应力更新公式,不同于李永池等[8]推得的普适性公式,该计算公式仅针

对 Mises屈服准则下黏塑性本构。这种应力更新方法是一种显式算法,将上时刻s(n)ij 和e
·(n+1/2)
ij 代入式

(11),便可计算得到n+1时刻的偏应力张量分量s(n+1)ij 。

1.2 计算稳定性分析

  式(11)是一个张量表达式,不利于计算的稳定性分析。下面对此进行简化,选择一种特殊情况进行

计算稳定性理论分析。

  取s(n)ij 与e
·(n+1/2)
ij 共线,即:

e
·(n+1/2)
ij =e

·
lij (12)

s(n)ij =s(n)lij (13)

  如果取lijlij =23
,对式(13)两边进行张量缩并,化简可得:
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σ(n)=s(n) (14)
将式(12)~(14)代入式(11),得:
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  由上式可计算得:

s(n+1)ij =s(n+1)lij (16)
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  当s(n)ij 和e
·(n+1/2)
ij 共线时,张量形式的表达式(11)简化为代数形式的式(17)。为了分析显式精确算

法的稳定性,对n时刻和n+1时刻的偏应力均施加1个小扰动Δs,代入式(17),可得:

s(n+1)+Δs(n+1)=2Gdte
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  将函数g(s(n)+Δs)在s(n)处进行泰勒展开,可得:

g(s(n)+Δs(n))=g(s(n))+Δs(n)g′(s(n))+O(Δs(n)2) (19)
将式(19)代入式(18),并略去二阶小量,得:

Δs(n+1)=Δs(n)1-3Gdtg′(s(n)[ ]) (20)

  计算稳定性要求扰动的放大因子小于1,即 1-3Gdtg′(s(n))<1,解得:

0<3Gdtg′(s(n))<2 (21)

  式(21)即为推导得出的 显式精确算法的计算稳定性条件,显式精确算法的计算稳定性对计算时间

步长dt提出了限制要求。还需特别指出的是,式(21)是在式(12)、(13)的特殊情况下推导得到的,并不

能保证本构计算绝对稳定。

  若选择黏塑性材料的具体屈服准则形式为:
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  将式(22)代入式(21),可得本构方程的计算稳定性要求为:
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  传统Courant稳定性条件为:

dt≤αL
C

(24)

式中:L为单元特征长度,C为材料绝热声速,α为安全因数,通常取α=0.9。式(21)、(23)表明,本构计

算的稳定性与材料的本构参数和实时塑性应变率密切相关,而传统Courant稳定性条件仅与材料的声

速和单元的尺寸相关。

2 数值计算算例

  选取数值算例,来验证稳定性分析理论推导的正确性。计算模型取1个正方形单元,如图1所示,
其初始边长设定为20mm。数值计算所用的材料选择为常见的4340钢,其本构参数:体积模量 K=
164GPa,密度为ρ=7800kg/m3,剪切模量G=77.5GPa,静态条件下屈服强度Y*=0.792GPa,应变

率敏感因子β=0.014,初始应变率ε-
·

0=1.0s-1。本构形式采用式(22)所描述的黏塑性本构方程。

  四边形单元的运动过程设定为:在整个变形过程中4个节点在x方向均固定不动,同时节点1、2在

y方向也固定不动,首先,节点3和4以速度-50m/s沿着y方向匀速运动20μs,四边形单元的y方向

长度由20mm压缩至19mm;而后,节点3和节点4再以50m/s匀速运动返回至初始位置,四边形单

元的y方向长度由19mm回复至初始时的20mm。
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  四边形单元在上述变形过程中经历的加卸载路径较复杂,如图1所示。从状态1到状态2,经历了

弹性加载、塑性加载;从状态2到状态3,经历了弹性卸载、反向弹性加载、反向塑性加载,共5个阶段。
在第2阶段和第5阶段,材料发生了塑性应变,塑性应变率均约为1700s-1。根据显式精确算法的稳定

性条件式(2),可知时间步长dt需满足:0<dt<0.56×10-7s。利用式(24),计算得传统Courant稳定

性条件为:dt≤3.07×10-6s。下面分别取3个时间步长来验证1.2节稳定性分析的正确性。

图1 单元计算模型算例

Fig.1Computationalmodelofasinglesquareelement

图2 步长dt=0.3×10-7s时显式精确算法计算结果

Fig.2Computationalresultsofexplicitprecisealgorithm

withtimestepdt=0.3×10-7s

2.1 不同时间步长算例

2.1.1 时间步长dt=0.3×10-7s时

  计算结果如图2所示,黑色实线为等效应力

历史曲线,蓝色点划线为等效塑性应变历史曲线。
从图中可以看出,当选取的时间步长满足计算稳

定性条件式(23)时,利用显式精确算法计算的结

果能够准确描述四边形单元在整个变形过程中所

经历的复杂加卸载过程。

  (1)弹性加载阶段:随着变形的增加,等效应

力匀速增加,没有发生塑性变形。

  (2)塑性加载阶段:由于节点3和节点4以匀

速运动,因此在整个加载过程中等效塑性应变率

保持不变,因此根据本构关系式(22),等效应力也

保持不变,而图2中等效应力在该阶段呈现1个

图3 步长dt=1.0×10-7s时显式精确算法计算结果

Fig.3Computationalresultsofexplicitprecisealgorithm

withtimestepdt=1.0×10-7s

平台段,计算结果正确。

  (3)弹性卸载阶段:20μs以后,节点3和节

点4沿原路径匀速返回,材料进入弹性卸载阶段,
该过程中不产生塑性应变增量,因此等效塑性应

变呈现平台段,等效应力由材料的屈服点匀速降

低至零,计算结果正确。

  (4)反向弹性加载阶段:当等效应力降低为零

后,重新开始匀速增大,材料进入反向弹性加载阶

段,在此阶段等效塑性应变不增大,呈现平台段,
计算结果正确。

  (5)反向塑性加载:当材料由于反向加载再次

进入屈服后,塑性变形重新开始累积,由于在该阶

段节点3和节点4匀速运动,因此塑性应变率保

持为恒定值,所以塑性应变线性增大,等效应力出

现第2个平台段,计算结果正确。
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2.1.2 时间步长dt=1.0×10-7s时

  该时间步长不满足显式精确算法计算得出的稳定性条件,计算结果如图3所示。可以看出,当材料

屈服后,计算得到的等效应力出现了上下抖动现象,此时显式精确算法的计算不稳定,计算结果错误。

2.1.3 时间步长dt=1.5×10-7s时

  进一步增大了时间步长,其远不满足本构计算的稳定性条件。计算结果如图4所示。从图4可以

看出,当材料屈服后,等效塑性应变历史曲线呈台阶式上升,四边形单元在弹性与塑性状态之间来回跳

动,等效应力也变得极不稳定,计算结果与真实值相差巨大。但是当采用传统的近似算法(半径回归法)
并仍取时间步长为dt=1.5×10-7s时,数值计算结果稳定收敛,具体结果如图5所示。

图4 步长dt=1.5×10-7s时显式精确算法计算结果

Fig.4Computationalresultsofexplicitprecisealgorithm

withtimestepdt=0.3×10-7s

图5 步长dt=1.5×10-7s时半径回归法计算结果

Fig.5Computationalresultsofradialreturnalgorithm

withtimestepdt=1.0×10-7s

  综合上述算例可以看出,显式精确算法的确存在计算稳定性问题,取同样的时间步长dt=
1.5×10-7s,当采用传统的近似算法(半径回归法)得到了正确的结果,而采用显式精确算法时结果失

稳。当时间步长减小至满足本构计算稳定性条件式(21)时,显式精确算法给出的计算结果也稳定收敛。

2.2 最大时间步长与材料参数和塑性应变率关系

  进一步分析满足本构计算稳定的最大时间步长与材料参数和塑性应变率关系,分别研究各个参数

与最大时间步长的关系。分为4组计算,每组只变化1个变量,其余参数的值取表1中的参数值,数值

模拟得到满足本构计算稳定的最大时间步长,其随各参数的变化如图6~9所示。

  可以看出,本构计算稳定性准则式(21)、(23)与模拟结果符合的较好,最大时间步长与各参量的依

赖关系为:与应变率敏感因子β成正比、与静态条件下屈服强度Y*成正比、与剪切模量G 成反比、与塑

性应变率成反比。但需要特别指出的是,本构计算稳定性准则式(21)只是显式精确算法计算稳定的必

要性条件。在实际工程计算过程中,为提高其可靠性,可以取一个安全系数。

  图6 最大时间步长与应变率敏感因子关系

  Fig.6Relationshipbetweenthemaximumtimestep
  andthestrain-ratesensitivitycoefficient

  图7 最大时间步长与准静态条件下屈服应力关系

  Fig.7Relationshipbetweenthemaximumtimestep
  andtheyieldstrengthunderquasi-staticcondition
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  图8 最大时间步长与剪切模量关系

  Fig.8Relationshipbetweenthemaximumtimestep
  andtheshearmodulus

图9 最大时间步长与塑性应变率关系

Fig.9Relationshipbetweenthemaximumtimestep
andtheplasticstrainrate

3 结 论

  首先对最常用的 Mises类黏塑性材料,重新推导显式精确算法的计算公式和流程,然后通过理论推

导得到显式精确算法的稳定性条件。通过数值算例,取不同的时间步长来验证对显式精确算法的稳定

性分析。

  数值模拟结果表明,当时间步长过大,不满足本构计算的稳定性条件时,计算得到的等效屈服应力

出现了不稳定现象;而当时间步长满足稳定性条件时,计算结果准确地描述了材料的复杂变形过程为:
弹性加载、塑性加载、弹性卸载、反向弹性加载和反向塑性加载。进一步的数值模拟结果表明:推导得到

的稳定性条件可正确预测满足本构计算稳定的最大时间步长与各参数之间的关系。
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Thenumericalstabilityoftheconstitutivecalculation
onviscoplasticmaterials

LiuMingtao1,2,LiYongchi2,HuXiuzhang2,ZhangJie2
(1.InstituteofFluidPhysics,ChinaAcademyofEngineeringPhysics,

Mianyang621999,Sichuan,China;

2.DepartmentofModernMechanics,UniversityofScienceandTechnologyofChina,

Hefei230027,Anhui,China)

Abstract:Atfirst,weanalyzedthenumericalstabilityoftheexplicitexactalgorithmdevelopedforthe
viscoplasticmaterial,andthenfoundthattheexplicitexactalgorithmisnotabsolutelystable,de-
ducedanecessarycriterionthatthetimestepshouldbekeptbelowacertainvaluetoguaranteethe
constitutivecalculationstability.Aseriesofnumericalexampleswerepresentedtovalidatetherelia-
bilityofthepresentstabilityanalysisontheexplicitexactalgorithm.Theresultsofthenumericalex-
amplesshowthattheeffectivestressisunstablewhilethestabilitycriterionfortheconstitutivecalcu-
lationisnotsatisfied,butacomplexdeformationprocessincludingtheelasticload,theplasticload,

theelasticunload,thereverseelasticloadandthereverseplasticloadisaccuratelydescribedwhilethe
stabilitycriterionissatisfied.Furthernumericalresultsindicatethatthestabilitycriterioncanaccu-
ratelypredicttherelationshipsbetweenthemaximumtimestepandeachparameter.
Keywords:constitutiverelation;numericalstability;viscoplasticconstitutive;explicitprecisealgo-
rithm
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