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基基于误差马尾图量化爆轰数值模拟结果的置信度
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  摘要:针对爆轰流体力学数值模拟过程中输入参数的不确定性,通过抽样技术,形成确定性爆轰流体力

学程序的各种输入和数值求解,建立输入参数与输出响应量的样本,再通过概率框架下的误差累积分布函数

与马尾图,给出了爆轰数值模拟过程中输入参数不确定度对模拟结果影响的置信度量化方法。通过一维黎曼

问题、平面爆轰问题计算了误差马尾图,给出了二维爆轰拉氏自适应流体动力学LAD2D程序计算网格与模

拟结果置信度的关系,对多物理爆轰过程发展高置信度数值模拟软件有很好的借鉴作用。
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  LAD2D程序[1]是一个非结构网格拉氏自适应的二维爆轰流体动力学软件,此程序已通过软件质

量保证(SQA)和大量测试模型的考核,验证了程序的正确性[2-4],但由于爆轰流体力学物理过程的复杂

性和人们认识的缺陷,在建模过程中含有抽象、简化和近似,逼真建模很难,有时只能唯象建模和逐渐逼

近真实情况,建模过程含有不确定性。加之描述其过程的数学物理模型是高度非线性的偏微分方程组,
很难解析求解[5-6]。在数值求解过程中,由于连续到离散,存在计算模型误差、离散误差、计算机舍入误

差和分析误差等,数值模拟过程始终是一种近似,含有不确定性。为此,数值模拟结果的置信度一直缺

乏科学的论述[7-8],不确定度量化是置信度评估的核心,不确定度量化(uncertaintyquantification,UQ)
方法分为概率框架和非概率框架下的多种量化方法[9]。本文中采用概率框架下的误差累积分布函数

(cumulativedistributionfunction,CDF)和互补累积分布函数(complementarycumulativedistribution
function,CCDF),进行统计分析,给出了CDF和CCDF曲线,形成爆轰计算中输入不确定性参数、网格

尺度与输出响应量的误差马尾状图,从而可量化分析爆轰模拟结果的置信度,对多物理爆轰过程发展高

置信度数值模拟软件有很好的借鉴作用。

1 数学模型

1.1 CDF方法及马尾图

  假定在模型计算区间 a,[ ]b 上有一组标准解:X= x1,x2,…,x( )n ,Y= y1,y2,…,y( )n 。输入参数

为λ,通过数值计算得到一组数值解:X
~
= x~1,x~2,…,x~( )m ,Y

~
= y~1,y~2,…,y~( )m 。CDF方法的步骤为:

(1)计算数值点上的标准解。在区间 a,[ ]b 上,由标准解插值得到X
~
= x~1,x~2,…,x~( )m 点上的标准

解Y′= y′1,y′2,…,y′( )m :

y′i=xj+1-x~i
xj+1-xj

yj+ x~i-xj

xj+1-xj
yj+1   x

~
i∈ xj,xj+[ ]1 (1)

这样通过式(1),就可得到X
~
= x~1,x~2,…,x~( )m 对应的标准解Y′= y′1,y′2,…,y′( )m 。
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(2)计算误差。由X
~

的标准解Y′= y′1,y′2,…,y′( )m 和数值解Y
~
= y~1,y~2,…,y~( )m ,就可以得到计

算误差。即

Δyi=y~i-y′i   i=1,2,…,m (2)

  (3)统计分析。假设误差分为K 段,统计小于每段误差的个数,然后计算出平均值,即概率:

Ferror( )l =p Δyi≤error( )l    l=1,2,…,K (3)

  由式(3)就可以得到马尾图,建立输入参数λ对输出响应量误差的关系图,以量化输入参数λ对输

出响应量的置信度,判断输入参数计算条件的合理性。

1.2 爆轰流体力学模型

  数值模拟使用的基本方程是不定常可压缩理想流体力学方程和化学动力学方程的藕合方程组:

  质量方程 ∂ρ
∂t+ Ñ·(ρu)=0 (4)

  动量方程 ∂(ρu)
∂t + Ñ·(ρuu)+ ÑP=0 (5)

  能量方程 ∂(ρE)
∂t + Ñ·(ρEu)+ Ñ·(Pu)=0 (6)

  状态方程 P=Pρ,e,( )F (7)

式中:E=e+12u
2,其中ρ、u、E、e、P 分别表示密度、速度、单位质量的总能量、单位质量的内能与压力。

方程组(4)~(7)的主要问题是状态方程(7)与一般的流体力学计算不同,其中包含了燃烧函数F,燃烧

函数F 要能正确反映化学反应的特性。爆炸产物的状态方程可以是JWL形式的状态方程,也可以是

理想气体状态方程P=γ( )-1ρe,这里选用JWL形式状态方程:

P=A1- w
R1

æ

è
ç

ö

ø
÷

V e-R1V +B1- w
R2
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è
ç

ö

ø
÷

V e-R2V +wE
V

(8)

式中:V=v
v0
,E 为比热容力学能,A、B、R1、R2 和w 是常数,v与v0 是比容。

呈静止状态的凝固炸药P=0。为了进行数值计算,用一条光滑曲线将它们连接起来,通常引进所

谓的燃烧函数F 来表征炸药反应程度,这里考虑如下燃烧函数:Wilkins函数(时间燃烧函数+C-J比容

燃烧函数):

F= maxF1,F( )[ ]2
nb (9)
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式中:VJ=γV0/γ( )+1 是C-J比容,V0=1/ρ0,tb 是爆轰波刚到达计算网格的时刻(开始燃烧),即起爆

时间[10],t是当前计算时刻,ΔL=rbΔR/DJ,ΔR 是网格宽度,DJ 是C-J爆轰速度,nb、rb 是可调参数。计

算时,考虑人为黏性。
(1)vonNeumann-Richtmyer人为黏性(二次黏性):

qNR=
l2NRρ
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式中:lNR为具有长度量纲的量,l2NR=a2NRA;aNR为N-R人为黏性系数;A 为计算网格面积。
(2)Landshoff人为黏性(一次黏性或线性黏性):

qL=
lLρc
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式中:lL 为具有长度量纲的量,lL=aL A,aL 为Landshoff人为黏性系数;A 为计算网格面积;c为当地

声速。

1.3 CDF法与爆轰流体力学数值模拟结果置信度量化

  1.2节中爆轰模型计算涉及很多输入参数,包括产物JWL状态方程中A、B、R1、R2、w,反应程度及

燃烧函数中nb、rb 和流体计算时人工黏性系数aNR、aL,这些输入参数对输出计算结果有多大影响,需要

进行分析评估。
采用CDF法时,首先凭经验给出一套计算参数,针对其中一个参数进行扰动,其他参数固定不变,

通过确定性程序,进行系列模拟计算,得到数值解。其次根据基准解,可以是解析解,也可以是高精度数

值解,计算数值解与基准解的误差。然后形成误差的CDF及马尾图,以量化数值模拟结果的置信度。

2 计算结果与分析

2.1 一维黎曼问题

  SOD问题常称为激波管问题。许多间断解方法的设计和构造,都利用这种激波管问题进行可靠性

和准确度的数值实验,从而判断和检验方法、格式和程序的优劣。SOD问题是一个非常柔和的例子,精
确解包含了一个左稀疏波、接触间断和一个激波。下面采用SOD问题作为数值例子测试考核LAD2D
程序的正确性和数值格式的精度。

SOD问题一般计算区域为[-1,1],初值为:

ρL=1.0
UL=0.0
PL=1.

ì

î

í

ï
ï

ïï 0
   x≤0,   

ρR=0.125
UR=0.0
PR=0.

ì

î

í

ï
ï

ïï 1
   x>0

式中:ρL、UL、PL 分别指左端初始状态的密度、速度与压力,ρR、UR、PR 分别指右端初始状态的密度、速
度与压力。左右边界采用连续边界条件,状态方程采用理想气体:P= γ( )-1ρe,γ=1.4。计算采用

CFL=0.5,一次黏性系数取0.06,二次黏性系数取0.2。图1给出了20~800个网格单元间隔10的16
套网格计算到t=0.5时计算结果与解析解的比较。图2给出了16套网格计算到t=0.5时计算结果与

解析解的比较误差的累积分布函数CDF的统计分析马尾图。从图中可以清楚地看出计算误差与网格

尺度的关系。

图1 网格尺度0.1~0.025(16套)时计算结果与解析解的对比

Fig.1Comparisonbetweennumericalresultsandanalyticsolutions
fordifferentmeshscalesof0.1~0.025(16setsmesh)
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从图2可以清楚地查出LAD2D程序计算SOD问题的置信度情况。假设要求计算误差在0.01
(1%),那么LAD2D程序计算SOD问题只有在网格尺度为0.01(200个网格单元)下,置信度才能超过

90%。假设要求计算误差在0.02(2%),那么LAD2D程序计算SOD问题只有在网格尺度为0.025(80
个网格单元)下,置信度就能超过90%。

图2 网格尺度0.1~0.025(16套)计算结果与解析解的对比误差统计分析的马尾图

Fig.2 Horsetailfigureoferrorbetweennumericalresultsandanalyticsolutions
fordifferentmeshscalesof0.1~0.025(16setsmesh)

爆炸波问题也是一个一维黎曼问题,由于有一边状态的压力达到爆轰的压力,所以称为爆炸波问

题。同SOD问题相比,此问题在激波处有一个很窄的强激波区,对程序格式健壮性考核有重要意义。
爆炸波问题一般计算区域为[-1,1],初值为:

ρL=1.4
UL=-2.6
PL=37.1765
γL=1.

ì
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   x≤0;   
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式中:ρL、UL、PL、γL 分别指左端状态初始的密度、速度、压力和理想气体状态方程系数,ρR、UR、PR、γR
分别指右端状态初始的密度、速度、压力和理想气体状态方程系数。左右边界采用连续边界条件,状态

方程采用理想气体:P= γ( )-1ρe。计算采用CFL=0.5,一次黏性系数取0.06,二次黏性系数取0.2。
图3给出了14套网格计算到t=0.1时计算结果与解析解的比较误差的累积分布函数CDF的统计分

析马尾图。从图中可以清楚地看出计算误差与网格尺度的关系。假设要求计算误差在0.01(1%),那

图3 网格尺度0.04~0.025(14套)时计算结果与解析解的对比误差统计分析的马尾图

Fig.3 Horsetailfigureoferrorbetweennumericalresultsandanalyticsolutions
fordifferentmeshscalesof0.1~0.025(14setsmesh)
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么LAD2D程序计算爆炸波问题只有在网格尺度为0.0033(600个网格单元)下,置信度才能超过

90%。假设要求计算误差在0.02(2%),那么LAD2D程序计算爆炸波问题只有在网格尺度为0.005
(400个网格单元)下,置信度能超过90%。从SOD和爆炸波的统计分析看,网格计算尺度在0.04~
0.025之间,计算误差如果要求在0.01~0.05之间时,SOD问题的置信度为0.6~0.99,爆炸波问题的

置信度为0.4~0.7,置信范围太大,很难把握,需缩小置信范围。

2.2 平面爆轰问题

  众所周知,爆轰波达到定态时,数值计算一定要符合Chapman-Jouguet理论。也就是说,在声速点

的波后流场与CJ模型相一致,即可达到CJ状态。炸药取PBX-9404炸药,参数为:K=2.827、DJ=
8.88km/s,ρ0=1.842g/cm3,由CJ理论可以解析推出PBX-9404炸药CJ状态[11]为:pCJ=37.27GPa。
计算区域为[0,10],初始在左边起爆。此问题起爆后经过一段时间可以达到稳定的爆轰波及CJ状态,
以检验程序能否达到CJ状态,是爆轰数值模拟软件适应性考核的最基本问题。

(1)网格尺度置信度分析

在爆轰计算条件(主要是输入参数)固定的情况下,改变网格尺度,统计分析程序的置信度。起爆采

用压缩比σ=1.03,燃烧函数采用 Wilkins函数,参数nb=1.0,rb=2.1。状态方程采用JWL形式,输入

参数A=765.788GPa、B=14.249GPa、R1=4.3、R2=1.45、ω=0.28。计算CFL=0.7,一次黏性系数

为0.06,二次黏性系数为2.0。图4给出了1~10μs时10套(网格尺度分别为0.1、0.09、0.08、0.07、

0.06、0.05、0.04、0.03、0.02、0.01)网格计算结果不同时刻与基准解(选取10000个网格的数值解作为

基准解)对比误差的累积分布函数CDF。

图4 网格尺度0.1~0.01(10套)时不同时刻计算结果误差统计分析的马尾图

Fig.4 Horsetailfigureoferrorbetweennumericalresultsandanalyticsolutionsatdifferenttimes

针对一维平面爆轰,假设要求计算误差在0.01(1%),从图4中的t=1μs时计算结果与网格尺度

变化来看,网格尺度从0.1~0.01之间时,置信度都可超过90%。但从t=4、8μs的计算结果可以看

出,假设要求计算误差在0.01(1%),网格尺度在0.1~0.01之间时,t=4μs置信度为0.6~0.8,t=
8μs仅0.3~0.4。从这个分析可以看出,随着计算时间的推进,置信度逐渐下降,甚至有的置信度很

差。说明目前爆轰计算的建模很不适应,需要大大改进计算模型。但无论从t=1、4μs,还是从t=8μs
计算结果看,网格尺度达到0.01时,置信度大于0.6,所以在目前建模情况下,爆轰计算的网格尺度要

尽量小,网格尺度最好小于0.01,甚至更小,才能大大提高爆轰计算的置信度。
(2)JWL状态方程中输入参数敏感性分析

爆轰计算中采用JWL状态方程式(8)时,其参数A、B、R1、R2 和w 敏感性分析对爆轰模型的使用

有重要意义,其参数取值大小对实际问题模拟结果的影响是爆轰模型及模拟结果用于决策的重要依据。
针对爆轰产物JWL状态方程参数随机选取了4套(见表1)参数,其他输入参数同(1)的计算条件,在网

格尺度分别为0.1和0.01情况下进行了数值模拟,将网格尺度为0.001、JWL状态方程参数取第一组

时的计算结果作为基准解。图5为4套参数计算结果的误差统计的累积分布函数CDF,其中基准解参

数采用PAP1,计算分点采用10000个点。
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表1JWL状态方程4套参数

Table1FoursetsofparametersforJWLstateeqution

参数代号 A/GPa B/GPa R1 R2 ω

PAP1 765.788 14.249 4.3 1.45 0.28
PAP2 947.774 59.206 5.0 2.00 0.28
PAP2 1502.851 134.913 6.3 2.40 0.28
PAP3 3250.433 233.271 8.2 2.80 0.28

图54套参数在不同网格尺度下的计算结果误差统计分析的马尾图(t=8μs)

Fig.5 Horsetailfigureoferrorwithfoursetsparametersfordifferentmeshscales(t=8μs)

  假设基准解选取精度很高时,从图5可以看出,当误差要求为0.01(1%)时,4套参数对计算结果影

响很大,在网格尺度为0.01时,密度分布置信度从0.9下降到0.3,压力分布置信度从0.45下降到

0.28。当误差要求为0.04(4%)时,4套参数对计算结果密度影响不大,置信度均大于0.9,压力仍影响

很大,置信度仍从0.45下降到0.28。从这个计算结果说明,选取爆轰产物JWL状态方程参数应该引起

重视。但选取哪一套参数合理,置信度高,需要建立合理、精度高的基准解,才能应用本文方法合理选取

参数。

3 结 论

  (1)通过标准解与数值解之间的误差累积分布函数(CDF)及马尾图表征方法,建立数值计算输入参

数与网格尺度对输出响应量影响的置信度的表征方法。
(2)基于自主开发的爆轰弹塑性流体力学软件LAD2D,针对一维黎曼问题,给出了网格尺度变化下

数值模拟结果与解析解之间误差的马尾表征图。对于经典的SOD问题,假设要求模拟误差达到0.01
(1%),那么计算网格尺度必须小于0.01,置信度才能超过90%。假设要求计算误差达到0.02(2%),
即降低要求时,计算网格尺度只要小于0.025,置信度就会超过90%。对于强激波的爆炸波问题,若要
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求计算误差达到0.01(1%),那么计算网格尺度必须小于0.0033,置信度才能超过90%。假设要求计

算误差达到0.02(2%),即降低要求时,计算网格尺度只要小于0.005,置信度就会超过90%。但从爆

炸波与SOD问题相比,计算网格尺度与激波强弱关系很大,激波越强,需要计算网格尺度越小,这与理

论分析是一致的。
(3)针对炸药爆轰产物JWL状态方程参数取值对计算结果的影响,给出了4套参数在两种网格尺

度下误差的马尾表征图。当误差要达到0.01(1%)时,在网格尺度为0.01时,密度分布置信度从0.9
下降到0.3,压力分布置信度从0.45下降到0.28。当误差要求达到0.04(4%)时,即降低要求时,密度

分布置信度均大于0.9,压力分布置信度仍从0.45下降到0.28。从这个分析结果说明,选取爆轰产物

JWL状态方程参数应该引起重视。
(4)研究结果表明,基于误差马尾图量化参数敏感性和置信度的思想是可行的,为非线性、强间断、

多物理耦合问题的数值模拟结果置信度评估提供了一种行之有效的方法。
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Confidencelevelofnumericalsimulationofdetonation
throughquantifyingthehorsetailoferror

WangRuili1,LiangXiao2,LinZhong1
(1.InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100094,China;

2.CollegeofMathematics,ShandongUniversityofScienceandTechnology,

Qingdao266590,Shandong,China)

Abstract:Inthepresentstudy,samplingtechniquewasusedtodealwiththeinputparameteruncer-
taintyinthenumericalsimulationofdetonationCFD(computationalfluiddynamics).Thenthedeter-
ministicdetonationCFDprogramwasconstructedwithdifferentinput.Thesampleoftheinputpa-
rameterandsystemresponsequantitywasobtainedthroughthepreviousresult.Thecumulativedis-
tributionfunctionandthehorsetailoferrorwasutilizedtoachievetheconfidencelevel,whichwas
thenusedtoassesstheinfluenceoftheinputparameteruncertaintyonthesimulationresultofdetona-
tionCFD.ThehorsetailgraphoferrorinonedimensionalRiemannproblemandplanardetonation
problemwerepresentedtoanalyzetherelationshipbetweentheconfidencelevelofsimulationresult
andthemeshusedinLAD2D.Thismethodprovidesareferencefordevelopingthesoftwareofmulti-
physicsdetonationprocessonhighconfidencelevel.
Keywords:cumulativedistributionfunction;horsetailoferror;quantificationofconfidencelevel;nu-
mericalsimulationofdetonation

(责任编辑 曾月蓉)

009 爆  炸  与  冲  击               第37卷 




