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SH波波作用下地表软覆盖层中
圆形夹杂的动应力分析
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  摘要:利用复变函数法和波函数展开法,对地表软覆盖层中浅埋圆形夹杂在稳态SH波作用下的动应力

集中问题进行研究并给出了解析解。根据SH波散射时的衰减特性,采用了大圆弧假定的方法,将半空间覆

盖层直线边界问题转化为曲面边界问题。通过算例分析了SH波垂直入射时,不同入射波波数和圆夹杂与半

空间的波数比对圆形夹杂周边动应力集中因子的分布和动应力集中因子最大值变化的影响。算例表明,圆形

夹杂越“软”,其波数越大,夹杂周边的动应力集中因子越大;入射波波数约0.35时,夹杂周边的最大动应力集

中因子达到最大值。
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  针对结构的抗震研究发展了大量的分析方法,其中,波动法不单独研究分析荷载,而是将介质与结

构作为一个整体加以分析研究,求解波动场与应力场[1]。20世纪70年代,Y.H.Pao等[2]利用波函数

展开法研究了不同形状物体在稳态和瞬态应力荷载下的动应力集中问题。D.Liu等[3]将复变函数法拓

展到动态应力集中问题,H.Qi等[4-5]将其扩展到半空间界面、双向介质内圆孔、夹杂等方面。V.W.
Lee等[6]采用大圆弧假定方法将直边界问题转为曲边界问题,给出了半空间中单个圆孔对P波、SV波

散射的解析解。D.N.Chen等[7-8]进一步研究了地表覆盖层对半空间内单、多个圆孔、圆夹杂受平面SH
波作用时的散射和动应力集中因子的影响。本文中利用大圆弧法对地表软覆盖层中单个圆形夹杂在

SH波作用下的动应力集中问题进行研究。

1 理论分析

1.1 问题模型

  地表软覆盖层中含有单个圆夹杂的问题模型如图1(a)所示。半空间为区域Ⅰ,覆盖层为区域Ⅱ,
厚度为h,上、下边界分别为TU 和TD。夹杂为区域Ⅲ,边界为TC,半径为r。各区域的密度、剪切模量、

SH波波数分别为ρ1,G1,k1,ρ2,G2,k2,ρ3,G3,k3,下标代表区域范围。采用大圆弧法,将TU 和TD 用半

径极大的同心圆弧近似,TU 变为T︵U,TD 变为T︵D。以圆杂圆心为原点O2,平行于TU 的直线为X2 轴建

立直角坐标系X2O2Y2,以大圆弧圆心为原点O1 建立直角坐标系X1O1Y1,使Y1 轴和Y2 轴在同一直线

上。O2 距TU 的距离为h1,距TD 的距离为h2。SH波在区域Ⅰ中以入射角α0 入射(X1 轴逆时针旋转

至入射方向)。引入复变函数zS=XS+iYS,其中S=1,2,建立复平面(z1,z-1)和(z2,z-2),直角坐标系

X1O1Y1 和X2O2Y2 分别对应复平面(z1,z-1)和(z2,z-2)。各量的变换关系如下:

h=h1+h2
RU=h+RD

z2=z1-i(RD+h2

ì

î

í

ï
ï

ïï )
(1)
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  半空间中含有单个圆形孔洞的问题模型如图1(b)所示。当图1(a)中区域Ⅰ和区域Ⅱ的各参数均

相同时,半空间和覆盖层融为一体,覆盖层下边界TD 不存在。当图1(a)中区域Ⅲ的参数ρ3 和G3 均为

0时,圆形夹杂变为圆形孔洞,此时图1(a)所示问题退化为图1(b)所示问题。

图1 地表覆盖层及半空间问题模型示意图

Fig.1Schematicdiagramofthelayerhalfspaceandthehalfspacemodel

1.2 控制方程

  本文中研究SH波的散射问题。在直角坐标系X-Y 平面内,SH 波产生的位移场表示为W(X,Y,

t),该位移场与Z轴无关,且垂直于X-Y 平面。对于稳态问题,位移场W(X,Y,t)需要满足以下 Helm-
holtz方程:

∂2W/∂X2+∂2W/∂Y2+k2W =0 (2)
式中:位移场W(X,Y,t)与时间t的依赖关系为exp(-iωt),由于本文中研究稳态问题,因此在以下的

分析中略去exp(-iωt)。k=ω/c;其中ω为位移场W(X,Y,t)的圆频率;c为波速,c2=G/ρ。
在复平面极坐标系下,应力应变关系表示为:

τzρ =G (∂W/∂z)(z/z )+(∂W/∂z-)(z/z[ ]) (3)

τzφ =iG (∂W/∂z)(z/z )-(∂W/∂z-)(z/z[ ]) (4)

1.3 入射波场、散射波场及相应应力

  在(z1,z-1)平面内,入射波W (Ⅰ),T︵D在区域Ⅰ和区域Ⅱ内产生的散射波场W (S1)、W (S2),T︵U在区域

Ⅱ内产生的散射波场W (S5)及相应的应力可以表示为:

W (Ⅰ)
(z1,z

-
1)=W0expik1Re(z1e-iα0[ ]) (5)

τ(Ⅰ)zρ,(z1,z
-
1)=ik1G1W0expik1Re(z1e-iα0[ ])Re (z1e-iα0)/z[ ]1 (6)

τ(Ⅰ)zφ,(z1,z
-
1)=-ik1G1W0expik1Re(z1e-iα0[ ])Im (z1e-iα0)/z[ ]1 (7)

W (S1)
(z1,z

-
1)=∑

n= +¥

n= -¥

AnH (2)
n (k1 z1 )(z1/z1 )n (8)

τ(S1)zρ,(z1,z
-
1)=0.5k1G1∑

n= +¥

n= -¥

An H(2)
n-1(k1 z1 )-H(2)

n-1(k1 z1[ ])(z1/z1 )n (9)

τ(S1)zφ,(z1,z
-
1)=0.5ik1G1∑

n= +¥

n= -¥

An H(2)
n-1(k1 z1 )+H(2)

n-1(k1 z1[ ])(z1/z1 )n (10)

W (S2)
(z1,z

-
1)=∑

n= +¥

n= -¥

BnH (1)
n (k2 z1 )(z1/z1 )n (11)

τ(S2)zρ,(z1,z
-
1)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

Bn H(1)
n-1(k2 z1 )-H(1)

n+1(k2 z1[ ])(z1/z1 )n (12)
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τ(S2)zφ,(z1,z
-
1)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

Bn H(1)
n-1(k2 z1 )+H(1)

n+1(k2 z1[ ])(z1/z1 )n (13)

W (S5)
(z1,z

-
1)=∑

n= +¥

n= -¥

EnH (2)
n (k2 z1 )(z1/z1 )n (14)

τ(S5)zρ,(z1,z
-
1)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

En H(2)
n-1(k2 z1 )-H(2)

n+1(k2 z1[ ])(z1/z1 )n (15)

τ(S5)zφ,(z1,z
-
1)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

En H(2)
n-1(k2 z1 )+H(2)

n+1(k2 z1[ ])(z1/z1 )n (16)

  在(z2,z-2)平面内,散射波波场W (S2),T︵C在区域Ⅱ中产生的散射波场W (S3)和T︵C在区域Ⅲ内产生的

驻波波场W (Z4),散射波波场W (S5)可分别表示为:

W (S2)
(z2,z

-
2)=∑

n= +¥

n= -¥

BnH (1)
n (k2 췍 )(췍/ 췍 )n (17)

τ(S2)zρ,(z2,z
-
2)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

Bn H(1)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z2/z2 )[ -

H(1)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

2/z2 ]) (18)

τ(S2)zφ,(z2,z
-
2)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

Bn H(1)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z2/z2 )[ +

H(1)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

2/z2 ]) (19)

W (S3)
(z2,z

-
2)=∑

n= +¥

n= -¥

CnH (1)
n (k2 z2 )(z2/z2 )n (20)

τ(S3)zρ,(z2,z
-
2)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

Cn H(1)
n-1(k2 z2 )-H(1)

n+1(k2 z2[ ])(z2/z2 )n (21)

τ(S3)zφ,(z2,z
-
2)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

Cn H(1)
n-1(k2 z2 )+H(1)

n+1(k2 z2[ ])(z2/z2 )n (22)

W (Z4)
(z2,z

-
2)=∑

n= +¥

n= -¥

DnJn(k3 z2 )(z2/z2 )n (23)

τ(Z4)zρ,(z2,z
-
2)=0.5k3G3∑

n= +¥

n= -¥

Dn Jn-1(k3 z2 )-Jn+1(k3 z2[ ])(z2/z2 )n (24)

τ(Z4)zφ,(z2,z
-
2)=0.5ik3G3∑

n= +¥

n= -¥

Dn Jn-1(k3 z2 )+Jn+1(k3 z2[ ])(z2/z2 )n (25)

W (S5)
(z2,z

-
2)=∑

n= +¥

n= -¥

EnH (2)
n (k2 췍 )(췍/ 췍 )n (26)

τ(S5)zρ,(z2,z
-
2)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

En H(2)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z2/z2 )[ -

H(2)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

2/z2 ]) (27)

τ(S5)zφ,(z2,z
-
2)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

En H(2)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z2/z2 )[ +

H(2)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

2/z2 ]) (28)

  在(z1,z-1)平面内,散射波W (S3)的位移场和相应应力可以表示为:

W (S3)
(z1,z

-
1)=∑

n= +¥

n= -¥

CnH (1)
n (k2 췍 )(췍/ 췍 )n (29)

τ(S3)zρ,(z1,z
-
1)=0.5k2G2∑

n= +¥

n= -¥

Cn H(1)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z1/z1 )[ -

H(1)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

1/z1 ]) (30)
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τ(S3)zφ,(z1,z
-
1)=0.5ik2G2∑

n= +¥

n= -¥

Cn H(1)
n-1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n-1(z1/z1 )[ +

H(1)
n+1(k2 췍 )(췍/ 췍 )n+1(z-

1/z1 ]) (31)
式中:췍=z1-i(RD+h2),췍=z2+i(RD+h2),下标(zP,z-P),(P=1,2)表示所在复平面,上标(Ⅰ)表
示入射波,上标(S1)表示编号为1的散射波,上标(Z4)表示编号为4的驻波。An、Bn、Cn、Dn、En 表示波

函数的系数。

1.4 连接条件

  根据T︵D和T︵C位移和径应力连续,T︵U径应力自由,得到公式(32),代入相应公式并同乘exp(-imθ)
且在(-π,π)上积分,对m 和n 截取有限项求出系数An~En,便可得到所求的各种未知量了。

T︵D(z1 =RD):W (Ⅰ)
(z1,z

-
1)+W (S1)

(z1,z
-
1)=W (S2)

(z1,z
-
1)+W (S3)

(z1,z
-
1)+W (S5)

(z1,z
-
1)

T︵D(z1 =RD):τ(Ⅰ)zρ,(z1,z
-
1)+τ(S1)zρ,(z1,z

-
1)=τ(S2)zρ,(z1,z

-
1)+τ(S3)zρ,(z1,z

-
1)+τ(S5)zρ,(z1,z

-
1)

T︵C(z2 =r):W (S2)
(z2,z

-
2)+W (S3)

(z2,z
-
2)+W (S5)

(z2,z
-
2)=W (Z4)

(z2,z
-
2)

T︵C(z2 =r):τ(S2)zρ,(z2,z
-
2)+τ(S3)zρ,(z2,z

-
2)+τ(S5)zρ,(z2,z

-
2)=τ(Z4)zρ,(z2,z

-
2)

T︵U(z1 =RU):τ(S2)zρ,(z1,z
-
1)+τ(S3)zρ,(z1,z

-
1)+τ(S5)zρ,(z1,z

-
1)=

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï 0

(32)

1.5 动应力集中因子(Kd)

  定义τ*
zφ,(z2,z

-
2)= (τ(S2)zφ,(z2,z

-
2)+τ

(S3)
zφ,(z2,z

-
2)+τ

(Z4)
zφ,(z2,z

-
2)+τ

(S5)
zφ,(z2,z

-
2)
)/(ik1G1W0) z2 =R为圆杂边的

动应力集中因子Kd,最大动应力集中因子表示为Kd,max。

2 算例分析

图2ρ*=G*=k*=k#=1时圆形夹杂边的

动应力集中因子Kd

Fig.2Kdaroundcircularinclusion
(ρ*=G*=k*=k#=1)

  定义参数:G*=G2/G1,G#=G3/G1,ρ*=ρ2/

ρ1,ρ# =ρ3/ρ1,k* =k2/k1,k# =k3/k1,其关系为:

k*k*=ρ*/G*,k#k#=ρ#/G#。介质越“硬”则波

速越快,因而波数k就越小,所以当k*>1时表明

区域Ⅰ比区域Ⅱ“硬”,同理,k#>1表明区域Ⅰ比区

域Ⅲ“硬”。在本算例中,假定所有k*>1,即覆盖层

比半空间要“软”,且假定所有ρ*=0.8,r=1,ρ1=
1,G1=1,h1=h2=1.5r。

图2中给出了当α0=90°,G*=k*=k#=ρ*=
1,G#=ρ#=0,k1=0.1,h1=1.5r、12r时圆杂周边

的Kd。此时,问题退化为图1(b)中所示的半空间

单个圆孔对SH波的散射问题。计算表明,当RD≥
120r时,图2中Kd的分布状况与文献[9]中的结果

高度一致,这说明了大圆弧法的合理性。
图3描述了当夹杂“最软”时,SH波在不同频段入射时夹杂边Kd的分布情况。G*=0.3556,G#

分别为0.2734、0.2422、0.2160、0.1939。图3(a)中k1=0.5,入射波在低频段,Kd为椭圆形,随着k#

的增加而不断向两侧变大,在90°和270°时变化则极为弱小。当k#以0.1为增量时,Kd,max以增量不断减

小的方式增大,但所在角度没有变化,约在190°和350°两处。图3(b)中k1=1,SH波在中频段入射,Kd

为蝴蝶形,图3(c)中k1=1.5,SH波在高频段入射,Kd为花瓣形。与图3(a)类似,Kd也随k#的增大不

断向外扩展,而Kd,max的增量不断减小,但所在位置与图3(a)不同,在图3(b)中约为20°和160°,在图3
(c)中约为210°和330°。整体上,Kd,max随入射频率的增大而减小。

图4描述了当夹杂“软硬居中”时,圆杂边Kd的分布情况。此时G*=0.3556,G#分别为0.7438、
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0.6250、0.5325、0.4592。图4(a)描述了当k1=0.5时夹杂周边Kd的分布,与图3(a)类似,其形状也

为椭圆形,并随k# 的增加而不断向两侧变大,但整体上要小于图3(a)中 Kd,图3(a)中k#=1.6时

Kd,max略大于1.3,而图4(a)中k#=1.4时Kd,max≈1。另外与图3(a)不同的是,当k#以0.1为增量增

加时,Kd,max是以相同的增量(约0.1)不断增大,但其所在位置(角度)没有变化,都是在约190°和350°两
处。与图3(b)和图3(c)类似,图4(b)和图4(c)分别描述了SH波在中频(k1=1)和高频(k1=1.5)入射

时的情况。与图3(a)和图4(a)的关系类似,图4(b)~(c)中Kd整体上要比图3(b)~(c)中Kd小,而且

Kd,max也随着k#的增大而以相同的增量增加。整体而言,从图4(a)到图4(c),Kd,max的增量是在不断减

小的。

图3ρ#=0.7时圆形夹杂边的动应力集中因子Kd

Fig.3Kdaroundcircularinclusionwithρ#=0.7

图4ρ#=0.9时圆形夹杂边的动应力集中因子Kd

Fig.4Kdaroundcircularinclusionwithρ#=0.9
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图5描述了当夹杂“最硬”时,夹杂周边 Kd的分布。G*=0.3556,G# 分别为3.0556、2.2449、

1.7188、1.3580。与前面的结果类似,当k1 分别为0.5、1.0、1.5时,Kd分别为椭圆形、蝴蝶型和花瓣

形,且Kd,max所在角度基本没有变化,但整体上缩小了,当k#同样以0.1为增量不断增加时,Kd,max却是

以增量不断变大的方式增大的,这与图3~4的情况都不一样。
图6描述了当夹杂“最软”、“居中”、“最硬”时,圆杂的Kd,max随k#的变化情况。与图3~图5相同,

都只改变波数k3,都是k1 越大则 Kd,max越小。整体上,夹杂越“硬”,Kd,max越“小”。当夹杂“最软”时,

Kd,max的增加呈现随k#的增大而先大后小的变化,图形为上凸的,当夹杂“软硬居中”时,Kd,max的变化则

可认为随着k#的增大而呈现线性变化,图形可认为是直线,当夹杂“最硬”时,Kd,max随着k#的增大而呈

现先小后大的变化,图形是下凸的。这些与图3~5的结果是相对应的。

图5ρ#=1.1时圆形夹杂边的动应力集中因子Kd

Fig.5Kdaroundcircularinclusionwithρ#=1.1

图6 夹杂边Kd,max随k#的变化

Fig.6VariationofKd,maxwithk#
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图7描述了夹杂周边Kd,max随k1 的变化情况。无论夹杂硬度如何,只要确定k3,Kd,max先随着k1 的

增加而增大,当k1≈0.35时达到最大,而后随着k1 的增加而减小,当k1≈0.75时达到极小值,此后随

着k1 的增加而震荡下降。整体上,夹杂越“软”则Kd,max越大。

图7 夹杂边Kd,max随k1 的变化

Fig.7VariationofKd,maxwithk1

3 结 论

  根据大圆弧法对地表软覆盖层中单个圆杂在SH波作用下的动应力集中问题进行了研究,将覆盖

层边界用大圆弧来近似,构造散射波场,得到解析解。算例表明:当SH波垂直入射,覆盖层“软”,圆杂

位于覆盖层正中时:
(1)圆杂越“软”,Kd越“大”,圆杂越“硬”,Kd越小;
(2)当k1≈0.35时,Kd,max达到最大值,当k1≈0.75时出现极小值,此后随k1 的增加呈震荡下降的

变化。
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Dynamicanalysisforshallowburiedcircularinclusionimpacted
bySH-waveinasoftlayeredhalf-space

ZhaoYuanbo,QiHui,DingXiaohao,ZhaoDongdong
(CollegeofAerospaceandCivilEngineering,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China)

Abstract:Inthisstudy,weinvestigatedthedynamicstressconcentrationfactorofsinglecircularin-
clusionshallowburiedinsurfacesoftlayeredhalfspaceimpactedbysteadySH-waveusingthecomplex
variablefunctionmethodandthewavefunctionexpansionmethod,andobtainedtheanalyticalsolu-
tion.BasedontheattenuationcharacteristicofSH-Wavescatteringandusingthelarge-arcassump-
tionmethod,weconvertedtheproblemofthelayerhalfspacelinearboundarytothatofthecircle
boundaryand,byanexample,analyzedtheinfluenceofdifferentincidentwavenumbersandtherati-
osofthecircularinclusiontothehalfspaceonthedistributionofthedynamicstressconcentrationfac-
torandonthechangeofthemaximumdynamicstressconcentrationwhentheincidentSH-waveis
vertical.Numericalexamplesshowthatthe“softer”thecircularinclusion,thegreateritswavenum-
berofcircularinclusions,andthelargerthedynamicstressconcentrationfactoraroundthecircular
inclusion;themaximumdynamicstressconcentrationfactoraroundcircularinclusionreachesitsmax-
imumvaluewhenthenumberoftheincidentSH-waveapproaches0.35.
Keywords:SH-wavescattering;softsurfacelayer;circularinclusion;large-arcassumptionmethod;

dynamicstressconcentrationfactor
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