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双相介质半空间内椭圆夹杂对透射SH波的散射
*

齐 辉,龚 曲,曾庆友
(哈尔滨工程大学航天与建筑工程学院,黑龙江 哈尔滨 150001)

  摘要:为探究双相介质弹性半空间内椭圆弹性夹杂对透射SH波的散射问题,主要采用Green函数法、

复变函数法、保角映射法和极坐标移动技术。首先,引入复变量并在复平面上运用保角映射的方法将椭圆边

界映射为单位圆边界;然后,将双相介质沿垂直边界剖开分成两个四分之一空间,在剖分面上作用附加力系使

SH波在垂直边界上满足位移和应力连续的条件,并构造四分之一空间内点源荷载作用下的Green函数位移

场;进而,利用“契合”的思想在垂直边界上建立定解积分方程组,并利用SH波衰减的性质进行有限项截断来

求解未知附加力系。最后,通过具体算例得出在不同参数情况下椭圆夹杂周边动应力集中因子分布情况。结

果得知,SH波的入射角度和频率以及介质的性质对夹杂周边动应力集中分布有一定影响。
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  弹性波散射理论一直以来都是弹性动力学中重要研究课题之一,巧妙地运用了一些数学物理方法

解析地求解了一些复杂的波动问题,对地震工程、岩土工程及地下结构工程等相关技术的研究与应用有

着重要价值。对弹性波在全空间中传播时遇缺陷发生散射的研究已日趋完善,相关的研究已扩展到半

空间、四分之一空间等更复杂的情况,更多的界面模型被涉及[1-8]。双相介质半空间中的缺陷对SH波

的散射问题是在近几年才备受科研人员的重视,而且他们基本上是讨论入射SH波与缺陷在同一个介

质中的情况[2-6],对于缺陷与入射波处于不同介质中的研究还非常少。本文中采用Green函数法、复变

函数法、保角映射法、“镜像”法、极坐标移动技术以及“契合”的思想解析地求解双相介质弹性半空间内

椭圆弹性夹杂对透射SH波的散射问题。并通过具体的算例得出在不同的入射角、SH波频率和介质

性质的情况下椭圆夹杂周边环向动应力集中分布情况,以期获得一些具体的理论结果为相关科研及工

程实际应用提供参考。

1 问题模型

图1 理论模型

Fig.1Theoreticalmodel

  如图1所示,由介质Ⅰ和介质Ⅱ组成的双相

介质半空间内有一个椭圆夹杂,椭圆夹杂为介质

Ⅲ,这3种介质均为连续、均匀、各向同性的弹性

介质。椭圆夹杂长半轴和短半轴长度分别为a和

b,夹杂中心到垂直边界BV 的距离为h,到水平边

界BH 距离为d,建立如图1所示直角坐标系xOy
和x″O″y″。SH波从介质Ⅱ中入射,遇垂直边界

BV 产生透射SH 波进入介质Ⅰ中。主要研究在

不同参数条件下介质Ⅰ中椭圆夹杂周边在透射

SH波作用下产生的环向动应力集中情况,并对

结果进行分析,突出反映透射SH波的危害性。
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2 控制方程

  二维平面SH波位移函数W(x,y)与时间的依赖关系为e-iωt,满足控制方程:

∂2W
∂x2 +∂

2W
∂y2 +k2W =0 (1)

式中:k=ω
cs
,cs= μ

ρ
,k为波数,ω为位移函数圆频率,cs为介质的剪切波速,μ为介质的剪切模量,ρ

为介质密度。引入复变量z=x+iy,z
-
=x-iy,位移函数W(z,z-)在复平面(z,z-)上控制方程的表达

形式为:

∂2W
∂z∂z-

+14k
2W =0 (2)

  引入保角映射函数:

z=ω(η)=Rη+mæ

è
ç

ö

ø
÷

η
(3)

式中:η=Reiθ,R=a+b
2

,m=a-b
a+b

,a、b分别为椭圆长半轴和短半轴长。

  控制方程在映射平面 (η,η
-)上可以表示为:

1
ω′(η)ω′(η)
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2W =0 (4)

  与式(4)相应的应力表达式为:
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3 Green函数

  本文中在求解实际问题之前先构造问题的Green函数,其中Green函数Ⅰ具体为含椭圆弹性夹杂

的四分之一空间在垂直边界上任一位置处的出平面点源荷载作用下产生的位移场,四分之一空间为介

质Ⅰ,椭圆夹杂为介质Ⅲ,如图2所示。采用“虚设点源”法构造Green函数入射波位移场表达式如下:

G(in)(η,η
-)= i

2μ1
H(1)
0 (k1 ω(η)-ω(η0))+

i
2μ1

H(1)
0 (k1 ω(η)-ω(η0)+2id ) (6)

图2 虚设点源模型

Fig.2 Modelofdummypointsourceloads

式中:i为虚数单位,H(1)
0 为零阶第一类 Hankel

函数,ω(η0)为点源荷载的位置矢量。构造四分之

一空间内椭圆弹性夹杂产生的散射波位移场表达

式[4]为:
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。

  椭圆弹性夹杂内部驻波表达式如下:
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  然后依据椭圆夹杂边界上应力和位移连续条件可建立如下方程组:

G(in)(η,η
-)+G(s)(η,η

-)=G(t)(η,η
-)

τ(in)rz (η,η
-)+τ(s)rz (η,η

-)=τ(t)rz (η,η
-{ )

(9)

  在方程两边同时乘以e-imθ,然后在(-π,π)区间内积分并进行有限项截断求出系数An 和Bn ,本文

中取n=8。Green函数Ⅰ为:

G1(η,η
-)=G(in)

Ⅰ (η,η
-)+G(s)

Ⅰ (η,η
-) (10)

Green函数Ⅱ为四分之一空间中无椭圆夹杂时的位移场,即:

G2(η,η
-
)=G(in)

Ⅱ (η,η
-) (11)

4 入射波、反射波、透射波和散射波

  采用“镜像”法将半空间双相介质问题转化为全空间双相介质问题,入射波、反射波和透射波可分别

表示为:

W (in)=W0expik22
[(ω(η)+h)e-i(π-α0)-(ω(η)+h)e-iα0{ }]+

W0expik22
[(ω(η)+h-2id)ei(π-α0)-(ω(η)+h+2id)eiα0{ }] (12)

W (re)=W2expik22
[(ω(η)+h)ei(π-α0)-(ω(η)+h)eiα0{ }]+

W2expik22
[(ω(η)+h-2id)e-i(π-α0)-(ω(η)+h+2id)e-iα0{ }] (13)

W (tr)=W4expik12
[(ω(η)+h)e-i(π-α4)-(ω(η)+h)e-iα4{ }]+

W4expik12
[(ω(η)+h-2id)ei(π-α4)-(ω(η)+h+2id)eiα4{ }] (14)

  运用Snell定律可以得到入射波、反射波和透射波位移幅值之间的关系式如下:

W2=W0

cosα0-c2
c1

μ1
μ2
cosα4

cosα0+c2
c1

μ1
μ2
cosα4

,   W4=W0
2cosα0

cosα0+c2
c1

μ1
μ2
cosα4

(15)

  由于入射波的作用,同样在介质Ⅰ中会产生散射波,在椭圆夹杂内部会产生驻波,其过程及相关系

数的求解参考构造Green函数的过程,在此不再叙述。

图3 剖分面模型

Fig.3 Modelofcutawayinterface

5 定解积分方程组

  如图3所示,本文中将双相介质沿垂直界面剖开,在
剖分面上作用连续分布的入平面和出平面点源荷载,分
别表示为f1(r″0,θ″0)和f2(r″0,θ″0),在垂直边界上满足应

力连续条件,即:

τ(Ⅰ)θ″z″sinθ″0+f1(r″0,θ″0)=τ(Ⅱ)θ″z″sinθ″0+f2(r″0,θ″0)(16)
介质Ⅰ中存在透射波和散射波,即:

W (Ⅰ)=W (tr)+W (s),   τ(Ⅰ)θz =τ(tr)θz (17)

  介质Ⅱ中存在入射波和反射波,即:

W (Ⅱ)=W (in)+W (re),   τ(Ⅱ)θz =τ(in)θz +τ(re)θz (18)
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  然后利用“契合”的思想将介质Ⅰ和介质Ⅱ“契合”在一起,在垂直界面处τ(in)θz +τ(re)θz =τ(tr)θz ,于是可

得f1(r″0,θ″0)=f2(r″0,θ″0)。根据前面构造的Green函数,通过积分的方法可以得到外力系f1(r″0,θ″0)与

f2(r″0,θ″0)相应的位移表达式,即:
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h
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W (f2)(r″,θ″)=-∫
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  利用垂直边界处的关系:W (Ⅰ)+W (f1)=W (Ⅱ)+W (f2),W (in)+W (re)=W (tr)可得到如下定解积分

方程组:
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式中:G1 与G2 分别为之前构造的在介质Ⅰ和介质Ⅱ中的Green函数,利用散射波的衰减性并进行有限

项截断求得未知附加力系。

6 动应力集中因子

  本文中主要是运用弹性波的散射理论来研究弹性波的绕射与动应力集中问题。环向动应力集中因

子可写成如下形式:

τ*
θz = τ

τ0
(23)

式中:τ0=μ2k2W4 为半空间透射SH波应力的最大幅值,τ为椭圆夹杂周边环向总应力。

  在椭圆夹杂周边环向应力表达式:

τθz =τ(tr)θz +τ(s)θz +∫
h
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7 算例及结果分析

  通过引入量纲一参数并对其赋值得到了一些具体算例的结果,给出了椭圆夹杂周边环向动应力集

中因子在不同参数情况下的分布情况。取量纲一参数μ21=μ2
μ1
,μ31=μ3

μ1
,k21=k2

k1
,k31=k3

k1
;透射波量

纲一波数为k1b;椭圆夹杂位置坐标量纲一参数为 d
b

和h
b
。

  图4所示为椭圆夹杂周边环向动应力集中因子τ*
θz 随不同入射角α0 的分布情况。此处取k21=

1.0,k31=1.0,μ21=2.0,μ31=0.5,
a
b =1.25,hb = d

b =12.0。可以看出,当SH波水平向入射时,椭

圆夹杂周边环向动应力集中因子明显大于其他入射角度时的相应值,且当入射角α0=45°时的相应值最

小,α0=30°和α0=60°时的相应值较为接近且大小处于居中位置。当透射波波数k1b=0.1时,即在“准
静态”情况下,SH波水平入射时椭圆夹杂周边环向动应力集中因子最大值是入射角α0=45°时相应最

大值的1.7倍,比其他透射波波数情况下相应值大。由此可以得出,当SH波水平入射产生透射波时,
椭圆夹杂周边环向动应力集中情况最严重,且不同的透射波波数对动应力集中的分布有一定的影响。
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图4SH波以不同角度入射时动应力集中因子的分布情况

Fig.4DistributionofdynamicstressconcentrationfactorwithdifferentincidentanglesdisturbedbySHwave

  图5所示为SH波水平入射产生透射波时,椭圆夹杂周边环向动应力集中因子τ*
θz 随不同波数比

k21的分布情况。其中量纲一参数k31=1.2,μ31=1.0,μ21=0.2,
a
b =1.25,hb =2.0,db =12.0。可以

看出,当透射波波数k1b=0.1时,即在“准静态”情况下,波数比k21对夹杂周边环向动应力集中因子的

分布几乎没有影响,在其他透射波波数情况下,夹杂周边环向动应力集中因子最大值随k21增大而略微

减小,整体上变化并不大。当透射波波数发生变化时,夹杂周边环向动应力集中因子最大值的位置发生

了明显变化。由此可以得出,垂直界面右侧介质的性质对椭圆夹杂周边动应力集中因子的分布影响较

小,但是透射波频率对椭圆夹杂周边动应力集中因子最大值的位置影响较大。

  图6所示为SH波水平向入射产生透射波时,椭圆弹性夹杂周边环向动应力集中因子τ*
θz 随波数比

k31变化的分布情况。其中量纲一参数k21=1.0,μ21=2.0,μ31=1.0,
a
b =1.25,hb=d

b=12.0。可以看

出,当透射波波数k1b=0.1时,即在“准静态”情况下,波数比k31对夹杂周边环向动应力集中因子的分

布影响较小。在中频和高频透射波情况下,夹杂周边环向动应力集中因子变化非常明显。当k1b=0.5,

k31=4.0时,环向动应力集中因子τ*
θz 达到了极值 τ*

θz =7.63,比k1b=0.5,k31=0.5时的相应极值增

大了3.06倍。由此可得知,在中频和高频透射波情况下,波数比k31对椭圆夹杂周边环向动应力集中因

子影响非常大,且极值的位置会随透射波频率的变化而发生改变。

  图7所示为SH波水平入射产生透射波时,椭圆弹性夹杂周边在θ=90°处环向动应力集中因子τ*
θz

随h
b

变化的分布情况。其中量纲一参k21=1.0,k31=1.0,μ21=2.0,μ31=2.0,
a
b =1.25,db =12.0。

可以看出,椭圆夹杂周边在θ=90°处环向动应力集中因子τ*
θz 随h

b
的增大而呈周期性变化,透射波频率

越大,周期越小,且振幅呈衰减趋势,衰减到一定程度后逐渐趋于稳定。当透射波波数k1b=0.1时,即
在“准静态”情况下接近为一条直线。可以得知,椭圆弹性夹杂距离垂直边界一定距离后,该距离对夹杂

周边环向动应力集中因子的分布影响可以忽略,且这个距离值随透射波频率增大而增大。
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图5SH波水平向入射时动应力集中因子随k21的分布情况

Fig.5Distributionofdynamicstressconcentrationfactoraroundtheellipticinclusionedge
withk21disturbedbySHwavehorizontally

图6SH波水平向入射时动应力集中因子随k31的分布情况

Fig.6Distributionofdynamicstressconcentrationfactoraroundtheellipticinclusionedge
withk31disturbedbySHwavehorizontally
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图7SH波水平向入射时动应力集中因子

随h/b的分布情况

Fig.7Distributionofdynamicstressconcentrationfactor
aroundtheellipticinclusionedgewithh/b
disturbedbySHwavehorizontally

8 结 论

  SH波入射的角度、介质的性质、透射波的频

率以及椭圆夹杂与垂直边界的距离对椭圆夹杂周

边环向动应力集中因子的分布均有不同程度的影

响。当SH波水平入射产生透射波时,椭圆夹杂

周边环向动应力集中程度较大。在一定范围内,
垂直界面右侧的介质性质对动应力集中因子的极

值影响较小,但在不同透射波频率下该极值的位

置会发生明显变化。在中频和高频透射波情况

下,椭圆夹杂的性质对其周边动应力集中的分布

影响较大,且在一定条件下动应力集中程度会非

常严重。当椭圆夹杂距离垂直边界一定距离后,
该距离的影响可以忽略不计。总之,在实际工程

中应该重视双相介质中透射波对结构可能造成的

                       不利影响。
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ScatteringoftransmissionSH-wavebyellipticinclusion
inbi-materialhalf-pace

QIHui,GONGQu,ZENGQingyou
(CollegeofAerospaceandCivilEngineering,HarbinEngineeringUniversity,

Harbin150001,Heilongjiang,China)

Abstract:InthispaperwestudiedthescatteringofthetransmissionSH-waveformbyellipticelastic
inclusionsinabi-materialhalf-spaceusingmainlytheGreenfunction,thecomplexfunction,thecon-
formalmappingandthepolarcoordinate.Firstly,byintroducingthecomplexvariablesandusingthe
conformalmapping,wemappedtheellipticboundaryintoaunitcircle.Next,bydividingthedouble-
phasemediumalongtheverticalboundariesintotwoquarter-spacesandaddingaforcesystemonthe
subdivisionsurfacetomaketheSHwavesatisfythedisplacementandstresscontinuityconditionsin
theverticalboundary,weconstructedaquarter-spaceGreenfunctionofdisplacementfield.Then,we
establishedanadditionalforcesystemofintegrodifferentialequationsintheverticalinterfaceusing
the“conjunction”technique,andsolvedtheunknownadditionalforcesystemusingtheeffectivetrun-
cation.Finally,wepresentedanddiscussedthedistributionofthedynamicstressconcentrationfactor
aroundtheellipticinclusionundertheconditionsofdifferentparameters.Theresultsshowthatthe
SH-waveincidentangleandfrequency,andthemediabothhaveinfluencesonthedistributionofthe
dynamicstressconcentrationfactor.
Keywords:scattering;transmissionSH-wave;bi-material;ellipticinclusion;dynamicstressconcen-
trationfactor
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