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爆轰波强间断问题的伪弧长算法及其人为解验证
*
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  摘要:针对该问题开展了伪弧长数值算法研究,通过引入弧长参数,使网格按照一定的形式自适应移动,

达到在强间断区域自动加密的效果,从而提高网格分辨率。基于伪弧长算法编写了二维程序,并对程序进行

人为解方法验证。将伪弧长算法和直接有限体积法的数值结果进行对比,通过误差分析,显示出伪弧长算法

能有效提高计算精度。最后将伪弧长算法应用于气相爆轰波在二维管道中的传播问题,研究了波阵面的捕捉

效果和爆轰波胞格结构的形成过程。
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  如何能够精确捕捉和追踪爆轰波和冲击波波阵面的传播过程一直是爆炸与冲击问题数值模拟的难

点。爆炸与冲击问题通常由Euler方程组进行描述,求解这些方程组得到的解具有奇异性,包括稀疏波、激
波间断等。为了解决这些气相爆轰问题,人们提出了很多数值格式,如TVD格式,ENO格式,WENO[1]格
式等。中国科研人员张德良等[2]、王成等[3]、王昌建等[4]在气相爆轰领域取得了丰硕的成果。

  在数值模拟气相爆轰问题时,巨大的计算量是经常遇到的挑战,自适应网格方法是有效的解决途径之

一。它通过合理地分布网格,高效精确地捕捉到强间断,极大地节省了计算资源。自适应网格包括三类典

型的方法:p方法、h方法和r方法。p方法根据一定的误差评估方法或指标改变插值多项式近似阶数。h
方法通过增加或删除网格节点来生成新网格,例如将网格点添加到数值梯度很大的区域,或者在结果很光

滑的区域移除节点。r方法中通过改变节点的位置达到反映结构特征的目的,而不改变节点总数目。
文献[5]中研究了基于自适应网格r方法的伪弧长算法并应用于模拟气相爆轰问题。

  虽然国内外科研人员在数值模拟气相爆轰问题的数值格式上取得了很多成果,但对相关工作的验证

与确认却较少。验证与确认的概念有美国计算机协会在1979年首次正式提出,并得到欧美国家的高度重

视。在高性能计算机支撑下的大规模工程仿真,其可靠性一直是亟待解决的重难点,细微的偏差都可能对

最终结果造成不可估量的损失。在美国开展的“先进模拟与计算计划”中,为了模拟预测库存核武器的安

全性和可靠性,各大实验室投入大量人力财力促进验证与确认的发展。在处理复杂的工程、物理问题时,
人们通常会对所研究的问题适当简化然后进行数值模拟,但模型简化、边界条件的近似等过程都会对数值

模拟结果带来一定的误差,而程序逻辑结构、迭代格式的选取等因素也会对模拟结果造成影响[6]。对数值

程序进行验证与确认,就是通过一定的方法衡量模拟结果与真实的物理现象的相关程度。

  Roache[7]在文章中提出关于数值结果精确度控制的相关问题,随后发展为不确定度的量化,并包含程

序验证、计算验证和确认三部分。Oberkampf等[8]深入探讨了关于人为解、解析解、高精度数值解的验证

与确认基准建立的问题。Roy[9]总结了人为解方法的实现步骤,并指出解验证包括截断误差、迭代收敛误

差和离散误差的评估。邓小刚等[10]梳理了计算流体力学中验证与确认的原理、方法,并用实例说明经过验

证和确认的模型才具有高可信度。王瑞利等[11]对二维流体力学方程组构造了一组普适的人为解,并应用

PPM程序的数值结果验证其正确性。
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  本文中,重点研究使用伪弧长算法处理爆轰波的强间断奇异性问题,将物理空间的坐标和物理量推广

到弧长空间,计算空间的转换会巧妙地绕过物理空间的奇异点;针对伪弧长算法编写了二维程序,用人为

解方法对二维程序进行验证,通过计算数值解的精度,验证程序的可靠性;最后将程序应用于爆轰波传播

等物理问题的数值模拟,模拟结果显示该方法能较好地捕捉和追踪爆轰波波阵面的传播。

1 伪弧长算法

  本文采用的伪弧长算法包含2个部分:第1部分是有限体积法,给出物理空间控制方程在时间和空间

的离散方式;第2部分是伪弧长移动算法,具体说明物理空间的坐标和物理量转换到弧长空间的方法。

1.1 数值离散方法

  考虑如下双曲守恒系统:

∂w
∂t+∂F

(w)
∂x +∂G

(w)
∂y =S(w) (1)

式中:w为任意物理量,F(w)、G(w)、S(w)为w的函数。

  设网格Ki,j上的物理量均值为ŵi,j,将式(1)在Ki,j上积分,得到下式:
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式中:dσ为面积微元。

  利用Green-Gauss定理,可以将上式转化为:

Ki,j
∂
∂tŵi,j+∮∂Ki,j

δ(w)·ni,jds= Ki,j S(̂wi,j) (3)

式中:Ki,j 为网格Ki,j的面积;∂Ki,j为网格Ki,j的边界;ds为边界长度微元,ni,j是边界∂Ki,j的单位外法向

量,δ(w)=(F(w),G(w))。定义Lax-Friedrichs通量格式为:

h(u,v,n)= 1
2
[δ(u)·n+δ(v)·n-c·(v-u)] (4)

式中:u、v为任意物理量,n为单位法向量,c=max(δ′(u)·n,δ′(v)·n)。式(3)可以写成半离散格式:
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∂
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式中:ek
i,j为网格Ki,j的第k条边,k=1,2,3,4;|ek

i,j|为ek
i,j的长度;nk

i,j为边界ek
i,j的外法向量;为获得二阶空

间精度,在网格单元的边界处需要进行二阶重构,wint(k)i,j 、wext(k)
i,j 是网格Ki,j在边界ek

i,j的内外逼近值,具体形

式见参考文献[12]。

  对时间的离散,采用三阶Runge-Kutta格式:
췍w(1)=w(n)+ΔtL(w(n))

췍w(2)= 3
4w
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式中:w(n)为n时刻物理量w的值,췍w(1),췍w(2)分别为每一子步的插值,可由式(5)求得。

1.2 伪弧长移动算法

  首先说明伪弧长算法在计算空间的转换关系。物理空间Ωp 的坐标采用x=(x,y)表示,弧长空间Ωc
的坐标使用ζ=(ξ,η)来表示,<xi-1,j-1,xi-1,j,xi,j,xi,j-1>为网格Ki,j的4个顶点。将物理空间Ωp 和弧长空
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间Ωc坐标的一一对应关系表示为(x,y)=(x(ξ,η),y(ξ,η))。通过变分方法,可知需要求得泛函E(x,y)的
最小值[12],E(x,y)表达式为:

E(x,y)= 1
2∫Ωc

(ÑTxG1 Ñx+ÑTyG2 Ñy)dξdη (7)

式中:G1 和G2 是控制函数,Ñ=(∂ξ,∂η)T,∂ξ=∂/∂ξ,∂η=∂/∂η。则相应的Euler-Lagrange方程是:

∂ξ(G1∂ξx)+∂η(G1∂ηx)=0,   ∂ξ(G2∂ξy)+∂η(G2∂ηy)=0 (8)

  定义伪弧长函数为:

ψ= 1+α1 w 2+α2 Ñw 2 (9)
通过调整弧长参数α1、α2 的大小,可以控制网格的加密区域,通常ψ>0。

  将式(8)中G1 和G2 都取为ψ,可以得到:
Ñ·(ψÑx)=0,   Ñ·(ψÑy)=0 (10)

  在计算中,使用Gauss-Seidel方法进行迭代。对上面 (8)式,可以写成下面形式:
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式中:1≤i≤Nξ,1≤j≤Nη,Nξ,Nη 为伪弧长空间ξ,η方向的网格总数;上角标[z]和[z+1]分别表示旧网格

和新网格。

  基于Han等[13]的研究工作,采用几何插值方法,对新网格x[z+1]和旧网格x[z]之间物理量进行更新,

图1 新旧网格转化示意图

Fig.1Diagramofoldgrid
transformingtonewgrid

使新旧网格保证通量守恒:

∑
i,j

K[z]
i,j ŵ[z]

i,j =∑
i,j

K[z+1]
i,j ŵ[z+1]

i,j (13)

  如图1所示,定义Dk 为边界ek
i,j经过迭代后新旧位置所组

成四边形的面积,可由式(13)得到守恒插值格式:
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i,j = K [ ]z
i,j ŵ [ ]z

i,j +   

       ∑
4

k=1

췍Fk(wint(k)i,j ,wext(k)i,j ) (14)

式中:wint(k)i,j 和wext(k)i,j 分别为边界ek
i,j内外两侧重构的物理量,具

体形式参考文献[12]。췍Fk(wint(k)i,j ,wext(k)
i,j ),k=1,…4是物理量ŵ

在区域Dk的积分。췍F采用下面公式近似求解:
췍Fk(m,n)= maxDk,{ }0·n+minDk,{ }0·m (15)

式中:m、n为任意函数,D1 由式(16)计算,D2、D3、D4 以此类推:

D1= 1
2
[(x[z+1]

i,j -x[z]
i,j-1)(y[z]

i,j -y[z+1]
i,j-1)-(x[z]

i,j -x[z+1]
i,j-1)(y[z+1]

i,j -y[z]
i,j-1)] (16)

式中:x[z]
i,j、y[z]

i,j为x[z]
i,j的分量。

  结合前文算法应用,将伪弧长算法应用在二维双曲守恒系统,计算步骤总结如下。

  (1)初始化。给定物理空间Ωp 初始时刻各位置坐标x[0]
i,j 的物理量w[0]

i,j,并计算映射为弧长空间Ωc 的

各个物理量ŵ[0]
i,j。

  (2)求解弧长空间控制方程:
(a)根据Gauss-Seidel迭代式 (11)由旧的网格坐标x[z]

i,j获取新的网格位置x[z+1]
i,j ;
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(b)通过式 (13)计算新网格的各个物理量ŵ[z+1]
i,j ;

(c)通过Runge-Kutta格式(式(6))计算tn+1时刻的物理量ŵn+1
i,j 。

  (3)如果tn+1≤T(T为终止时间),令ŵ[0]
i,j =̂wn+1

i,j ,x[0]
i,j=x[z+1]

i,j ,重复步骤(2)。

2 程序验证

  通常对程序和解的验证方法有精确解方法、人为解方法、软件质量保证方法、标准数值解对照方法、专
家判断法和代码对比等方法[14],其中精确解方法和人为解方法是最常用的验证方法。但描述物理模型大

多是非线性偏微分方程(组),能够得到精确解的方程类型极其有限,特别是对于二维及多维方程组,人为

解相对更容易获取,因此人为解方法在程序验证领域的应用更为广泛。本文中,采用人为解方法对二维程

序进行验证。

  人为解构造方法的基本思路是:针对需要求解的偏微分方程(组),先假设一个(组)可达解,将这个

(组)解带入原方程(组),逆向推导出使方程(组)成立所必须添加的源项,并且确定对应的边界条件,然后

调整源项和边界等对应部分的程序代码,得到相应的数值解[6]。

  通常,为了更好地使用人为解方法验证程序,人为解的选取需要遵循以下规定[14]:(1)人为解应当由光

滑解析函数组成,例如多项式、指数函数、三角函数或者它们的组合,这样方便求导运算,对精度保证也极

其重要;(2)人为解能够使方程组的每一项都成立,即应具备普适性;(3)根据具体的控制方程组,人为解应

当有一定数量的非平凡导数;(4)人为解在求解区域不能具有奇异性;(5)人为解应当满足控制方程的基本

假设,例如如果程序需要保正性,那选取的人为解应当满足非负性。

  针对式(1)给出的二维双曲系统,令:

w= (ρ,ρu,ρv,E,ρY)T

F(w)= (ρu,ρu2+p,ρuv,(E+p)u,ρuY)T

G(w)= (ρv,ρuv,ρv2+p,(E+p)v,ρvY)T

S(w)= (0,0,0,0,̇ω)T

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï 。

(17)

状态方程为:

E= p
γ-1+12ρ

(u2+v2)+ρqY (18)

式中:ρ、E、p分别为密度、总能量和压力,Y 为化学反应产物的体积分数,u和v分别为x和y方向的速度,

ω̇为爆轰产物的生成率,γ为比热比,q为放热量。̇ω定义为:

ω̇= -k1ρYe-Ea/RT0 (19)
式中:k1为指前因子,Ea 为单位质量反应物的活化能,R为气体常数,T0=p/(ρR)为温度。计算中取k1=
2566.4,Ea=50,γ=1.2。

  根据人为解构造准则,我们构造出上述方程组的一组人为解(所有物理量均为量纲一形式):

ρ=1.0+0.5sin(π(x+y-2t))

u=1.0+0.5sin(π(x+y-2t))

v=1.0-0.5sin(π(x+y-2t))

p=1.0
Y=0.5+0.5sin(π(x+y-2t

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï ))

(20)

这样选取的人为解形式简单,有足够阶的非无效导数,而且可以使方程组源项为0,程序更改方便。

  计算域取为[-1,1]×[-1,1],采用周期性边界条件,网格数分别取为(40×40),(80×80),(160×
160),(320×320),计算终止时间取为T=1.0以保证经历一个完整的周期。

  收敛阶计算公式为[15]:

O= ln(εk-1/εk)
ln(Δsk-1/Δsk)

(21)
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式中:Δsk-1和Δsk 为网格步长,εk-1和εk 分别为网格步长为Δsk-1和Δsk 时数值解与精确解之间的L1范数,
用以表征两者之间的额误差。范数ε具体的表达式为[26]:

ε=∑
n

i=1
∑
n

j=1
wi,j-wexact

i,j ΔxΔy (22)

式中:wi,j为在网格节点(i,j)处的物理量数值解,wexact
i,j 为对应节点处构造的人为解的精确值。

  通过计算得到直接的有限体积法以及伪弧长算法的密度的数值解误差ε及精度O如表1所示。在

T=0.48时刻直接有限体积法和伪弧长算法的网格分布示意图和密度云图分别如图2所示,图中显示的

是使用40×40个网格的情况。通过对比可以看出,格式计算精度为2阶,而且当使用伪弧长算法时,程序

精度得到适当提高,因为伪弧长算法能够使网格在数值梯度较大的区域自适应加密,使网格点分布与物理

解耦合进而提高解的精度和分辨率。

表1 有限体积法与伪弧长算法在不同网格数时的误差和精度

Table1NumericalerrorsandprecisionofFVMandPALMchangingwithgridnumbers

网格数
ε

有限体积法 伪弧长算法

O
有限体积法 伪弧长算法

40×40 0.138338 0.219237

80×80 0.055447 0.073144 1.3190 1.5837

160×160 0.015964 0.019735 1.7963 1.8899

320×320 0.004708 0.004961 1.7616 1.9920

图2 密度云图(T=0.48)

Fig.2Densitycontours(T=0.48)

3 气相爆轰波传播问题的数值模拟

  模拟二维管道中气相爆轰波传播问题(所有物理量均为无量纲形式),取计算域为[0,300]×[0,50],测
试伪弧长算法对爆轰波阵面的捕捉效果。固定网格的有限体积法初始网格数设定1500×250,伪弧长算法

网格数取为750×250。选取y=25.0的切面,研究网格节点沿x方向的分布情况。图3为T=2.0时密度

与压力的计算结果。可以看出,两种方法的波阵面基本重合,也就是说虽然伪弧长算法在x方向的网格数

只有有限体积法的一半,但波阵面传播位置保持一致,而且在波阵面处,伪弧长算法由于网格的自适应移

动,依然可以高效地捕捉到间断面。图4为有限体积法和伪弧长算法在波阵面附近压力云图的局部放大

图。对比结果说明伪弧长算法网格分布会随波阵面的传播而移动,在波阵面附近网格分布和有限体积法

网格分布效果相同,在未反应区和已反应区网格分布相对稀疏,这说明伪弧长算法用有限体积法一半数目

的网格依然可以捕捉和追踪爆轰波阵面的传播,同时有效减小计算量。

  为进一步验证程序对气相爆轰问题的适应性,选择采用Ar稀释、氢气、氧气体积分数之和为70%的氢
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图3 数值结果对比图(T=2.0)

Fig.3Comparisonofnumericalresults(T=2.0)

图4 波阵面附近网格及压力云图

Fig.4 Meshdistributionandpressurecontoursaroundwavefront

氧混合气体,采用一维定常解作为初始条件,对二维管道中的气相爆轰问题进行数值模拟研究。在波阵面

前方设置密度扰动,密度扰动并不会影响胞格爆轰的三波点数的多少也不会影响胞格的形状,只会加快胞

格的形成时间,提高计算效率。计算中,取q=19.7132,γ=1.44,CFL系数为0.8,入射爆轰波的马赫数

Ma=5.6,管道纵向为100个单位长度,横向初始赋值占100个单位长度。图5给出了模拟结果图像。从

图5(a)看出当爆轰波传播到约x=360时开始形成完整的胞格结构,但这些胞格是因为扰动才快速形成

的。随着爆轰波继续推进,部分三波点的压力值降低,而另外一些压力则增大,并最终形成图5(b)所示的

规则稳定的胞格结构,这与文献[17]的计算结果保持一致。

图5 稳定气体爆轰波胞格形成过程

Fig.5Formationprocessofstablegasdetonationcell

4 结 论

  将伪弧长算法应用在处理爆轰波的强间断问题,说明将计算空间由物理空间转换到弧长空间的方法,
详细说明了程序的人为解构造过程,对比分析伪弧长算法对计算精度的提高,验证伪弧长算法求解非线性
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偏微分方程组的有效性;通过对比分析气相爆轰波传播过程中波阵面处网格的自适应加密,说明伪弧长算

法相比于直接有限体积方法在捕捉波阵面效果上的优势,计算过程中可以实现在保证精度的前提下适当

减少网格数量,从而提高求解效率。
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Apseudoarc-lengthmethodforstrongdiscontinuityofdetonationwave
anditsmanmanufacturedsolutionverification

MATianbao,CHENJianliang,NINGJianguo,YUANXinpeng
(StateKeyLaboratoryofExplosionScienceandTechnology,

BeijingInstituteofTechnology,Beijing100081,China)

Abstract:Inthispaperwestudiedapseudoarc-lengthmethodforhigh-precisionandhigh-resolutioncalcula-
tion,aproblemthathasbeenagreatchallengefornumericalsimulationofstrongdiscontinuityforexplosion
shockwave.Bytheintroductionofthearc-lengthparameters,themeshwillmoveadaptivelyandgatherau-
tomaticallyinthestrongdiscontinuitysingularareas,whichwillhelptoimprovethegridresolution.We
wrote2Dprogramsbasedontheoreticalwork,andconductedtheprogramverificationusingthemanmaufac-
turedsolution.Througherroranalysisandnumericalresults,itwasdemonstratedthatthismethodwasmore
efficientinimprovingthecalculationaccuracythanthefinitevolumemethod.Finallyweappliedthepseudo
arc-lengthmethodto2Dgasdetonationwavepropagationproblemsandstudiedthecaptureeffectinthewave
frontandtheformationofdetonationcellularstructure.
Keywords:explosionshockwave;pseudoarc-lengthmethod;manmanufacturedsolution;finitevolume
method
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