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摘要： 利用多介质混合模型在求解球坐标系下的 Riemann 问题时，需要考虑界面处压力平衡性弱、奇点

处理、状态方程复杂等多个难点。本文将原始基于体积分数的 Mie-Grüneisen 多介质混合模型扩展到球坐标

系下，并对多个细节进行了修正和改进，包括：在界面处对热力学参数进行修正、采用质量分数导出新输送

方程、利用质量分数加权计算偏导数、采用相邻网格点的物理量定义奇点等。经过改进后的计算模型，可以

得到无振荡的数值解，而且可以准确捕捉到冲击波和界面的位置。另外，使用改进后的质量分数模型比原始

的体积分数模型得到的计算结果更准确。
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多介质的激波间断问题一直以来都是计算流体力学方面的一个备受关注的问题，目前广泛应用的

一个处理方法是利用 Level Set 函数追踪气水界面，同时结合近似 Riemann 解下的虚拟流体质点完成对

冲击波参数的计算[1]。虽然得到的结果较理想，但是计算过程复杂，且计算依赖近似 Riemann 解，无法在

JWL (Jones-Wilkins-Lee) 及 Mie-Grüneisen 等复杂形式状态方程下展开更深入的研究[2-3]。

相比之下，利用多介质混合模型，可以将流场视为一个整体并用体积分数或质量分数来区分流体，

从而在不直接求近似 Riemann 解的前提下完成计算。多介质混合物模型早期由 Abgrall 提出[4-5]，通过非

守恒方程来计算由气体或低压缩度的固液体组成的流场[5-6]。随后，Abgrall 将该混合物模型扩展成一个

七方程模型，能适应一般形式状态方程的流场[7]。柏劲松等[8] 也利用此类多介质混合物方程来模拟两种

以上介质的冲击过程，且配合等效方程可以适应一些复杂形式的状态方程 [9]。梁珊等 [10] 和 Liang 等 [11]

将 Abgrall 的七方程模型与多 GPU 的并行计算相结合来提高计算精确度。为了让算法更好的适应并行

计算，刘娜等[12] 将谱体积方法运用到多介质混合物模型中，提升了计算效率。

虽然该多介质混合物模型在采用直角坐标系处理平面波的问题时，取得不错的进展，但是对于常用

于处理球面波的球坐标系下的多介质问题，仍然具备一定的局限性。第一，多介质混合物模型建立在速

度和压力在界面处维持平衡的基础，仅对平面波适用，但是球面波的压力和速度都会随着传播半径的增

加而衰减；第二，球坐标系下，原点位置处为冲击波运动的奇点位置，必须作出合适的处理；第三，为了增

加工程实用性，计算模型需要能适应复杂形式的状态方程，而不仅仅是理想气体方程等形式简单的状态

方程。

考虑到以上因素，本文将直角坐标系下的基于 Mie-Grüneisen 状态方程下的多介质混合模型延伸到

球坐标系下。为了压力和速度不平衡问题以及坐标原点的奇点问题，在原计算模型下作了参数修正并
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用质量分数替换体积分数，并对奇点处数值差分作了特殊处理—利用相邻网格点参数赋值给奇点参

数但奇点处速度设定为 0。最后，将通过数值算例验证其数值稳定性和计算准确性。

1    直角坐标系下的计算模型

考虑多介质的可压缩流体组成的混合流场，其运动形式可以用欧拉方程来描述：

∂ρ

∂t
+
∂

∂x
(ρu) = 0

∂ (ρu)
∂t
+
∂

∂x

(
ρu2+ p

)
= 0

∂ (ρE)
∂t
+
∂

∂x
(ρEu+ pu) = 0

(1)

式中：ρ、p、u、E 分别为密度、压力、速度和单位质量能量[13]。单位质量的总能量为内能和动能的总和，

且 E=e+u2/2。

流场中介质的物理特性，可以用 Mie-Grüneisen 状态方程来表述：

p− pref(ρ) = ρΓ(ρ,e)[e− eref(ρ)] (2)

式中：Γ 为 Mie-Grüneisen 系数，pref 和 eref 为参考点的压力和单位质量内能，与密度 ρ 有关。

1.1    界面处热力学关系

界面处，流体的压力 p 和速度 u 均保持平衡 [4]，此时 p 与 u 在界面处不发生变化，而密度 ρ 与内能

e 则出现数值间断。因此∂p/∂x 和∂u/∂x 约为 0，式 (1) 中的质量守恒与能量守恒可以分别表示为：

∂ρ

∂t
+u

∂ρ

∂x
= 0 (3)

∂(ρe)
∂t
+u

∂(ρe)
∂x
= 0 (4)

将式 (2) 代入式 (4)，有：

∂

∂t

( p− pref

Γ
+ρeref

)
+u

∂

∂x

( p− pref

Γ
+ρeref

)
= 0 (5)

由于 Γ、pref、eref 都只和密度 ρ 有关的函数，且式 (5) 对于任意的表达式 pref(ρ) 和 eref(ρ) 均成立。这里首先

假设 pref、eref 都为 0，那么有[2,9]

∂

∂t

(
1
Γ

)
+u

∂

∂x

(
1
Γ

)
+ρ

[
∂

∂ρ

(
1
Γ

)]
∂u
∂x
= 0 (6)

同理，可依次类推得到关于 pref 和 eref 的非守恒形式的方程：

∂

∂t

( pref

Γ

)
+u

∂

∂x

( pref

Γ

)
+ρ

[
∂

∂ρ

( pref

Γ

)]
∂u
∂x
= 0 (7)

∂

∂t
(ρeref)+u

∂

∂x
(ρeref)+ρ

[
∂

∂ρ
(ρeref)

]
∂u
∂x
= 0 (8)

1.2    波面处热力学关系

由于式 (6)～(8) 的推导过程需要基于 p 和 u 在界面处连续这一前提条件，但是在左右波面处，p 和

u 均出现间断面，式 (3) 和 (4) 不再成立。此时，对 (6) 作如下考虑：

∂

∂t

(
1
Γ

)
+u

∂

∂x

(
1
Γ

)
+ρ

[
∂

∂ρ

(
1
Γ

)]
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[
∂
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(
1
Γ

)]
∂ρ

∂t
+u

[
∂

∂ρ

(
1
Γ

)]
∂ρ

∂x
+ρ

[
∂

∂ρ

(
1
Γ

)]
∂u
∂x

=

[
∂

∂ρ

(
1
Γ

)](
∂ρ

∂t
+
∂ρu
∂x

)
=0 (9)
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因此，在左右波面处虽然 p 和 u 均间断，但由于在同类介质中 1/Γ 等参数的导数保持连续，因此，式 (6) 依

然成立。同理，式 (7) 和 (8) 在左右波面处也成立。

1.3    输送方程

对于多介质流场，必须利用输送方程来捕捉界面的运动。流场中，某种介质的界面随时间变化的运

动方程，称为输送方程。一般利用体积分数 zi 来建立介质的输送方程：

∂zi

∂t
+u

∂zi

∂x
= 0 i = 1,2, · · · (10)

式中：i 为介质的种类序号。非守恒变量 1/Γ、pref/Γ、ρeref 均为独立变量，但它们对的 ρ 偏导数可表达成关

于体积分数 zi 的加权叠加。这样，综合式 (1)、(6)～(8) 和 (10)，可完成直角坐标系下的多介质流场的求解。

2    球坐标系下的计算模型

球坐标系下，则需要考虑更多的问题。

第一，在采用直角坐标系下计算平面波问题时，p 与 u 在界面处维持不变且偏导数∂p/∂x 与∂u/∂x 基

本为 0。该数值特性一直从界面处向左右延伸，直到波面处才形成间断，如图 1 所示。但是采用球坐标

系处理球面波问题时，当冲击波沿着半径 r 向外扩散时，传播的形式则不再是平面冲击波，而是球面冲击

波。此时，虽然 p 与 u 依然在界面处连续，但是球面波的扩散过程中 p 与 u 会随着半径增加而发生衰减，

并非保持不变。因此，球面冲击波在界面处的偏导数∂p/∂r 与∂u/∂r 不再是 0，而是一个稳定的负数。这种

情况下，式 (3)～(4) 非守恒性方程的建立的理论基础并不十分准确。

第二，球坐标系下的内外介质产生相互作用时，内部的稀疏波 (或激波) 汇聚到一起后又反向朝着外

部扩散，原点处便形成了一个奇点。奇点处的稀疏波形成了独特的反射机制。因此奇点的物理参数变

化需仔细考虑。

2.1    球坐标系下控制方程

这里将球坐标系下的控制方程表示成守恒变量 U 与通量 F 的关系为[13-14]:
∂U
∂t
+
∂F
∂r
= S(U) (11)

U =

 ρρu
ρE

 , F =

 ρu
ρu2+ p
ρEu+ pu

 , S = −α
r

 ρu
ρu2+ p
ρEu+ pu

其中：                                        

式中：系数 α=2。式 (11) 可以改写成：

∂Ũ
∂t
+
∂F̃
∂r
= S(Ũ) (12)

Ũ = r2U, F̃ = r2F, S(Ũ) = [0, 2p/r, 0]T其中：                                                    
此时，将非守恒形式的方程组添加到式 (11) 中，即可得到球坐标系下的控制方程。

2.2    热力学参数修正

需要注意的是，非守恒形式的方程式 (6)～(8) 的推导，是以界面处于平衡状态为前提的。在球坐标
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图 1    平面冲击波界面处 p 的数值特征

Fig. 1    The numerical property of p at the interfacefor plane shock wave
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系下，由于冲击波是沿着球面向四周扩散。随着扩散范围的增加，几乎所有的冲击波参数都会随着半径

增加而降低。此时，p 与 u 在界面处将呈现出持续的减小趋势。这样，式 (6)～(8) 无法直接使用到式 (12)
中。在直角坐标系和球坐标系下，界面间断的关系分别为

∂p
∂x
,
∂u
∂x
→ 0,

∂ρ

∂x
,
∂(ρe)
∂x

,
∂

∂x

(
1
Γ

)
,
∂

∂x

( pref

Γ

)
,
∂

∂x
(ρeref)→∞直角坐标系  

∂p
∂r
＜0,

∂u
∂r
＜0,

∂ρ

∂r
,
∂(ρe)
∂r

,
∂

∂r

(
1
Γ

)
,
∂

∂r

( pref

Γ

)
,
∂

∂r
(ρeref)→∞球坐标系  

考虑到三个非守恒变量 1/Γ、pref/Γ、ρeref 均为密度 ρ 的函数，这里每隔一个时间步对它们做修正:
1
Γ
=

1
Γ(ρi)

,
pref

Γ
=

pref(ρi)
Γ(ρi)

, ρeref = ρieref(ρi)
ρi

ρ
＞0.99 i = 1,2, · · · (13)

式中：ρi 为介质 i 的密度。而的其他参数如 ρ、p、u、E 的计算，仍然借助当前时间步下的 Γ、pref、eref。而

式 (6)～(8) 则保留在系统方程中，并且每隔一个时间步，非守恒变量 1/Γ、pref/Γ、ρeref 都会得到修正。当时

间步足够密时，非守恒形式在球坐标系下带来的误差可以控制在一定的范围内。

2.3    输送方程变换

由于每隔一个时间步，都会需要利用 ρi 进行修正。这里用质量分数代替体积分数来构造输送方

程。利用式 (12) 中的质量守恒关系可得：

∂(r2ρyi)
∂t

+
∂(r2ρyiu)

∂r
= 0 i = 1,2, · · · (14)

根据式 (14) 得到的质量分数 y i 可以很容易得到各介质的密度 ρ i  (i=1, 2, ···)。而非守恒方程

(6)～(8) 中的偏导数，则转换成与质量分数相关的加权叠加：

ϕ=
∂

∂ρ

(
1
Γ

)
=y1

(
−Γ

′
1

Γ2
1

)∣∣∣∣∣∣
ρy1

+ y2

(
−Γ

′
2

Γ2
2

)∣∣∣∣∣∣
ρy2

+ · · ·

φ=
∂

∂ρ

( pref

Γ

)
=y1

(
Γ1 p′ref,1− pref,1Γ

′
1

Γ2
1

)∣∣∣∣∣∣
ρy1

+ y2

(
Γ2 p′ref,2− pref,2Γ2

′

Γ2
2

)∣∣∣∣∣∣
ρy2

+ · · ·

ψ=
∂

∂ρ
(ρeref)=y1

(
ρ1e′ref,1+ eref,1

)∣∣∣∣
ρy1

+ y2

(
ρ2e′ref,2+ eref,2

)∣∣∣∣
ρy2

+ · · ·

(15)

式中：ϕ、φ、ψ 为非守恒变量 1/Γ、pref/Γ、ρeref 偏导数，下角标 1、2 代表流场中介质的序号。

相比式 (10) 给出的基于体积分数的输送方程，基于质量分数的输送方程能考虑到每一种介质的密

度 ρi，从而得到更为合理的偏导数 ϕ、φ、ψ。

2.4    奇点处理

对于球坐标系来说，奇点是一个无法避免的问题。参考文献 [15] 中对奇点的处理方式，奇点处质点

的运动速度为 0，即 u=0，但是奇点处的质量和能量守恒关系依然成立：

∂ρ

∂t
+3

∂(ρu)
∂r
= 0,

∂ρE
∂t
+3

∂(ρEu+ pu)
∂r

= 0 (16)

展开后，将 u=0 代入，有：

∂ρ

∂t
+3ρ

∂u
∂r
= 0,

∂ρE
∂t
+3(ρE+ p)

∂u
∂r
= 0 (17)

由于在奇点处主要涉及冲击波的汇聚和发散，不涉及界面的运动，因此，可不考虑输送方程。参数

Γ、pref、eref 由密度 ρ 直接计算得到。

文献 [15] 中，对偏导数∂u/∂r 采用了如下的计算方式：

∂u
∂r
= 2

u1

∆r
− u2

2∆r
(18)

式中：下角标 1 和 2 代表网格点序号。但考虑到本文的方程体系非守恒性较强，将 u1 和 u2 都替换为奇点
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处的速度 0，这样偏导数∂u/∂r=0。再根据式 (17) 计算得到奇点处的其他参数。

2.5    差分格式

在有限体积差分下，第 j 个网格点的变量 Uj，可按如下格式计算：

Ũ(n+1)
j − Ũ(n)

j

∆t
+

F̃ j+1/2− F̃ j−1/2

∆r
= S̃ j (19)

Ũ j

F̃ j+1/2 S̃ j

式中：Δt 和 Δr 分别为时间和空间步长，上标 (n) 代表第 n 步时间序号。对于物理量 ，第 j 和 j+1 个网格

点之间的通量 和源项 分别为：

Ũ j = r2
j



ρ j

ρ ju j

ρ jE j

1/Γ j

pre f j/Γ j

ρ jeref j

ρyi j


F̃ j+1/2 = r2

j



ρ j+1/2u j+1/2

ρj+1/2u2
j+1/2+ pj+1/2

(ρ j+1/2E j+1/2+ p j+1/2)u j+1/2

u j · (1/Γ) j+1/2+ρ jϕ j ·u j+1/2

u j · (pref/Γ) j+1/2+ρ jφ j ·u j+1/2

u j · (ρeref) j+1/2+ρ jψ j ·u j+1/2

(ρyi) j+1/2 ·uj+1/2


S̃ j = 2r j



0
p j

0
0
0
0
0


(20)

F̃ j+1/2式中：角标 j+1/2 表示通量中的参数，角标 j 表示网格点的参数；在球面冲击波中，通量 表示沿半径

r 方向通过 j 点的物理变量。

2.6    时间空间步长

时间步长 Δt，满足收敛的条件为：

∆t =CCFL
min(∆r)

max(
∣∣∣u j

∣∣∣+ c j)
(21)

式中：CCFL 是为了保证迎风型计算格式收敛而设置的一个 0～1 之间的系数，满足收敛的条件为 CCFL＜1,
并且当 CCFL 取得越小时间步长越小，计算越精细, 这里取 CCFL=0.4； uj 和 cj 表示第 j 个网格点的质点速度

和声速。声速 cj 的表达式为：

c j =

√(
H j−

1
2

u j
2− p jϕ j+φ j−ψ j

)/(
1
Γ j

)
(22)

式中：H=E+p/ρ。

3    计算结果

3.1    无因次参数的气水作用算例

这里考虑一个无因次的气水作用问题 [16]。初始时刻，中心气团的物理状态为：p=8.3×103，ρ=1.27，

u=0，外部水的物理状态为：p=1.0，ρ=1.27，u=0。气体和水的状态方程分别为

p = (γ−1)ρe, γ = 1.4;
p = (γ−1)ρe−γB, γ = 7.0, B = 3 000

式中：γ 和 B 为描述水和气体在低压缩度时的热力学参数。气团初始半径为 R0。由于中心气团的压力和

密度高于周边水的。因此，高压的气团会在水中形成冲击波并推动界面向外部扩散。对冲击波波面和

介质界面的运动位置的变化情况进行记录（波面为水中压力的最大值位置，界面位置为从外向内气体的

质量分数刚超过 0.5 的位置），并绘制了冲击波和界面随时间变化的曲线，如图 2 所示。从图 2 可以看

出，本文所得到的冲击波和界面的运动位置与 Liu 等[16] 和 Flores 等[17] 的结果都比较接近。三个数据的

计算结果，在气水作用的初期差别不大。但是随着冲击波和界面向外扩散，本文的计算结果与 Flores 等[17]

的计算结果相比，误差略偏大，但仍然在一个合理范围内。

图 3 为冲击波到达 3 倍气团初始半径时候的压力和速度曲线。此时，向内收缩的稀疏波已达到中
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心原点处。由于气团已扩散开，中心处的压力开始逐渐下降，但中心处的速度仍然为 0。速度曲线中，由

中心向外的第一个拐点为稀疏波的端点，第二个拐点则为界面所在位置。另外，从图 3 中可以看出，处

于数值奇点的原点处，数值稳定性较好。证明本文所用的奇点处理方式能效果良好。

3.2    圆形药球的水下爆炸算例

假设一 TNT 的实心药球质量为 50 kg，将空间步长取为炸药球半径的 1/100。利用改进后的多介质

混合模型计算球坐标系下的冲击波运动情况。

炸药的状态方程为 JWL 状态方程[3]：

p = A
(
1− ωθ

R1

)
e−R1/θ +B

(
1− ωθ

R2

)
e−R2/θ +ωθρ0e (23)

式中：A、B、R1、R2、ω 均为常数，由圆筒试验标定得到[3]；θ=ρ/ρ0，ρ0 为物质的初始密度。水的多项式状态

方程为[18]：

p =

 a1µ+a2µ
2+a3µ

3+ (b0+b1µ+b2µ+b3µ)ρ0E µ＞0

a1µ+ (b0+b1µ)ρ0E µ＜0
(24)

式中：μ=θ−1；a1～a3, b0～b3 为展开后的多项式系数。状态方程 (23)～(24) 的参数取值见表 1[19]。

表 1    状态方程参数

Table 1    Coefficients of EOS

材料 ρ0/(kg·m−3) A/GPa B/GPa R1 R2 ω

TNT炸药 1 630 371.2 3.21 4.15 0.95 0.35
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图 2    冲击波与界面位置随时间的变化

Fig. 2    Time evolutions of position of shock wave and interface
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图 3    冲击波到达 3 倍 R0 时，压力与速度的分布

Fig. 3    The distributions of pressure and velocity when shock wave reaches 3R0

 

材料 ρ0/(kg·m−3) a1/GPa a2/GPa a3/GPa b0 b1 b2 b3

水 1 000 2.19 9.224 8.767 0.394 1.393 7 0 0
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本算例中，将计算范围扩大至 20 倍以上的药球半径。这样，可以得到冲击波运动到不同位置处的

压力，如图 4 所示。从图 4 可以看出，由于在偏导数 ϕ、φ、ψ 的处理方式差异，两种计算模型得到的压力

分布有差别。但都具备较好的数值稳定性。当冲击波运动到较远位置时，会出现多个压力峰值。

在实际工程中，最受重视的是第一次的峰值。图 5 为冲击波峰值压力随运动距离变化的曲线。作

为对比，将给初始的体积分数模型[2] 和改进后的质量分数模型同 Zamyshlyayev 的经验公式[20] 曲线作了

对比。对比发现，改进后的质量分数模型可以得到更为准确的计算结果。在压力随运动距离发生急剧

下降的过程中，利用体积分数得到的计算结果，得到的结果比经验公式的结果略微偏大。

图 6 为利用体积分数与质量分数计算模型分别得到的压力时程曲线。从不同的计算结果中可以看

出，利用改进后的质量分数模型，得到的计算结果好于体积分数模型。各个半径处的压力时程，质量分

数模型均吻合得比较好。由于 Zamyshlyayev 的经验公式仅考虑冲击波压力最大峰值未考虑压力的二次

峰值，本文也仅模拟了冲击波压力的最大峰值。

4    结　语

针对球坐标下多介质界面捕捉困难的问题，本文对原始的 Mie-Grüneisen 多介质混合物模型作了热

力学参数修正、输送方程变换、特殊奇点处理等多项数值改进。改进后的基于质量分数的模型，可以在

常规状态方程下准确捕捉界面和冲击波的运动，且可以在适应 JWL 等形式复杂的状态方程。而适当的

奇点处理也保证了数值计算在奇点处的稳定性。另外，数值算例证明，相比原始的体积分数模型，改进

后的质量分数模型可以得到较为准确的计算结果。
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图 4    冲击波到达不同位置处的压力曲线

Fig. 4    Pressure curves at the time instants when the
shock wave reaches different positions
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图 5    冲击波在不同位置处的压力峰值变化

Fig. 5    Peak value variation of pressure of the shock wave at
different positions
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图 6    不同计算模型下压力随时间变化曲线

Fig. 6    Time evolutions of pressure for different numerical models
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Numerical simulation about the multi-component mixture model
under spherical coordinate system
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Abstract:  The aim of the paper is to extend the Mie-Grüneisen mixture model to spherical coordinate. As
the  multi-component  mixture  model  is  applied  to  the  Riemann  problem  under  spherical  coordinate,  many
problems need to  be  taken into  account:  weak equilibrium,  singular  point  treatment,  complex equations  of
states and so on. In the article, the research work starts from the Mie-Grüneisen mixture model, then extend
to the revision and modification about many details, include: revision of the thermo dynamical parameters at
interface, deduction of new transport equation by mass fraction, weighting evaluation of partial derivatives
by mass fraction,  definition of physical  parameters by the adjacent grid for singular point  and other so on.
The  seriously  modified  numerical  model,  can  not  only  obtain  non-oscillation  solutions,  but  also  catch  the
positions of shock wave and interface clearly. In addition, the modified mass fraction model, can get more
accurate results than the original model with mass fraction.
Keywords:  multi-component; mixture model; Mie-Grüneisen equation; spherical coordinate
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