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相变复合波在伪弹性 TiNi 合金薄壁管中的传播* 

崔世堂
（中国科学技术大学近代力学系中科院材料力学行为和设计重点实验室， 安徽 合肥 230027）

摘要： 相变可以改变材料的性质，从而严重影响波在介质中传播的结构。采用考虑静水压力和偏应力联合作用的

增量型相变本构模型，研究了在拉 (压)-扭联合作用下半无限长 TiNi合金薄壁管内相变复合波的传播规律。基于广义特

征理论分析了相变复合波的特征波速及简单波解的基本性质。利用数值方法研究了两种典型情况下管内相变耦合波

传播的规律，管内传播的应力路径和波的结构与初始状态及加载幅值有关，展现出和普通弹塑性材料截然不同的性质。
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Propagation of combined wave with phase transformation
in pseudo-elastic TiNi alloy thin-walled tubes
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Abstract:   Phase  transformation  can  seriously  modify  the  properties  of  the  materials  and  therefore  impact  the  stress  wave

propagation features inside the materials. A simplified incremental phase transformation constitutive model, considering both

the hydrostatic pressure and the deviatoric stress, is used to study the propagation of phase transformation coupled waves in a

semi-infinite  thin-walled  tubes  under  the  combined  tension  (compression)  and  torsion  impact  loading.  The  generalized

characteristic theory is used to analyze the basic properties of the characteristic wave velocity and simple wave solution. Two

kinds of typical solutions are studied by using numerical method. The stress paths and wave structure are related to the initial

state and the loading amplitude, exhibiting the different properties from conventional elastoplastic materials.
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相变是一种典型的自然现象，固体材料在受到爆炸、高速撞击等强冲击载荷作用时，可能会发生屈

服甚至相变。冲击下材料的相变特性对于材料和结构的动态响应有着重大影响，因为相变后的材料实

质上已经成为一种新材料[1]。TiNi 合金是一种典型的相变材料，其响应受热弹性马氏体相变支配，具有

独特的伪弹性效应和形状记忆效应。由于其独特的热力学性质，在航空航天、交通运输、生物医学等高

技术领域得到大量的应用[2]。

相变引起的材料非线性会强烈改变冲击波波形，造成冲击相变特有的三波结构和卸载冲击波，这些

奇特的现象引起越来越多的关注。基于一维的应力-应变关系，以半无限长杆为研究对象，Chen 等[3] 和

Bekker 等[4] 研究了阶跃载荷作用下相变波的传播问题，研究发现冲击载荷高于某一幅值时，相变区的应

力和温度不连续，但对于卸载问题，并没有涉及。王文强等[5] 利用简化的相变本构模型来研究宏观相边

界的传播规律，在缓慢卸载的应力边界条件下，处于混合相的试件会成为变密度梯度材料。基于相同的
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理论模型，Bouvet 等[6] 提出了一种冲击载荷作用下制备功能梯度材料的新方法。和常规弹塑性材料不

同的是，相变材料在卸载时会产生卸载冲击波。在矩形脉冲载荷作用下，由于应力波和宏观相边界的相

互作用，Dai 等[7] 发现了一些奇异的现象，如不可逆相变可能会出现成分连续变化的混合相区，可逆相变

的卸载相变界会出现分叉等。此外，采用不同的本构模型以及考虑边界条件的影响，进行了大量有关相

变波和相边界传播规律方面的研究[8-11]。

以上的这些研究都是基于一维应力状态条件下进行的。大量的研究结果表明，复杂应力状态下的

相变现象和单轴加载会有所不同。Sittner 等[12] 在研究多晶 Cu-Al-Zn-Mn 形状记忆合金时发现马氏体相

变过程和加载路径有关。Sun 等[13] 对形状记忆合金薄壁管进行了一系列的实验方面的研究，揭示了外

部应力状态及内部微观结构对材料宏观行为的影响。为了确定相变材料在复杂应力状态下的力学行

为，大量实验和理论方面的工作就此展开[14-20]。这些研究主要是在准静态复合加载条件下进行，目的是

为了得到描述材料相变行为的本构模型。而在复杂应力状态下，有关冲击相变方面的研究并不多。

近年来，复合应力状态下相变波的研究已有零星的文献发表。Song 等[21] 采用广义特征理论，研究

了 TiNi 合金薄壁圆管在复合加载下相变波的传播规律。在薄壁圆管端部施加阶跃纯扭转载荷至混合

相，首先会出现弹性压缩波，而在传统弹塑性材料中不会出现轴向应力的变化。在强冲击载荷作用下，

材料具有二相硬化效应，奥氏体会直接转化为马氏体。Wang 等[22] 考虑了二相硬化效应的影响，采用数

值方法，研究了拉-扭联合作用下弹性波追赶相变耦合波过程中波系结构的变化。然而，相变材料通常具

有明显的拉压不对称性[1]，相变面在 σ-τ平面上沿着 σ轴移动，与拉-扭联合加载相比，压−扭联合加载下

薄壁圆管内会出现一些新的现象。本文在以上工作的基础上，以半无限长处于伪弹性状态的 TiNi 合金

薄壁圆管为研究对象，综合考虑材料的二相硬化效应和拉压不对称性，得到 TiNi 合金薄壁管内相变耦合

波传播的特征波速和简单波解，并分析两类典型初始条件下相变波传播的应力路径。

1    动力学方程和相变本构模型

1.1    动力学基本方程

≪
考虑半无限长 TiNi 合金薄壁圆管，壁厚为

δ，内外圆截面的平均半径为 R，且 δ   R。以其端

部截面的中心为圆点 O，以轴线为 X 轴建立如

图 1 所示的坐标系。假设薄壁管除端部受有拉

(压) 扭载荷作用外，不受其他外载。由于管壁较

薄，忽略惯性效应的影响，各物理量在厚度方向

是均匀的，从而可以把管内波的传播简化为一维

复合应力波沿着 X 轴的传播。

薄壁圆管的运动方程为：

ρ
∂u
∂t
− ∂σ
∂x
= 0 (1)

ρ
∂v
∂t
− ∂τ
∂x
= 0 (2)

式中：ρ为密度，σ和 τ分别为轴向应力和环向切应力，u 和 v 分别为质点的轴向速度和环向速度。根据

柱坐标中应变和质点速度的定义，可以得到系统的连续性方程为：

∂ε

∂t
− ∂u
∂x
= 0 (3)

∂γ

∂t
− ∂v
∂x
= 0 (4)

式中：ε为轴向应变，γ为环向切应变。

r

O

R

σ

τ

σθ
X

δ

 

图 1    TiNi合金的薄壁管几何示意图

Fig. 1    Geometry of the TiNi alloy thin-walled tubes
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1.2    相变准则

对 TiNi合金而言，由应力诱发的相变在宏观上有一定的体积改变，主要体现为剪切变形。由于相变

过程中体积发生变化，其相变行为同时受到静水压力及偏应力的影响，具有明显的拉压不对称性。郭扬

波等[23] 研究了 TiNi合金的相变行为时提出了同时考虑偏应力和静水压力的相变临界准则：

pεv+σeγe =Φ(ξ,T ) (5)

p = σkk/3 εv σe =
√

3S i jS i j/2 S i j

γe

式中：    为静水压力，    为相变过程中的体积应变，    为 Mises 等效应力，    为偏应力

张量分量，    为相变过程中的等效偏应变。

σe =
√
σ2+3τ2

α = εv/ (3γe) k =Φ/γe

√
3(1−α2)

本文中主要考虑相变应力波在薄壁管内的传播规律，忽略冲击过程中温度的变化。TiNi 合金薄壁

圆管在拉 (压)-扭联合作用下，其静水压力 p = σ/3，Mises 等效应力    。引入拉压不对称系数

 和相变功正相关的参数    ，从而式 (5)可简化为：

f (σ,τ) =
(
σ+βk
θ

)2

+τ2− k2 = 0 (6)

θ =
√

3/ (1−α2) β = α
√

3/ (1−α2)式中：    ，    ，相变参数 α 和 k 可以通过一维拉伸实验确定。根据式 (6)，
在 σ-τ平面上的相变临界面是中心偏离原点的

椭圆，偏移的距离为 βk，如图 2所示。

k1 k2

0＜k＜k1 k1＜k＜k2

k≥k2

对于管内某点处的应力状态 (σ, τ)，通过式 (6)
都可以唯一确定相应的正数 k，假设    和    分别

为相变起始和相变结束时对应的相变参数。若

 ，材料处于奥氏体弹性状态；当  

时，材料进入混合相；而当    时，材料完全转

化为马氏体。

1.3    增量型的本构关系

对处于伪弹性状态的 TiNi 合金而言，其一

维应力条件下准静态拉伸的应力 -应变曲线如

图 3 所示。图中 A 和 B 分别为马氏体相变的起

始点和完成点，D 和 F 为逆相变的起始点和完成

点，AB 和 DF 之间的区域为混合相区。

材料的相变演化行为，不同文献中有很多

不同的描述形式。这里采用一种相对简单的增

量型本构关系，用以描述相变材料的力学行为。

材料发生相变时其应变率分为如下两部分：

ε̇ = ε̇e+ ε̇p (7)

γ̇ = γ̇e+ γ̇p (8)

式中：下标“e”和“p”分别代表弹性应变和相变应变部分。对于各向同性的 TiNi 合金而言，应变率的

弹性部分和相变部分可分别表示为：

ε̇e =
σt

E
, ε̇p = λ̇

∂ f
∂σ

(9)

γ̇e =
τt

G
, γ̇p = λ̇

∂ f
∂τ

(10)

λ̇式中：    为表征相变程度的相变因子，其值恒为正。采用各向同性硬化的加载准则，相变功率 w 可以

表示为：

(a) εv＞0 (b) εv＜0

Ω O σ

τ

βk

O Ω σ

τ

βk

 

图 2    σ-τ平面的的相变椭圆

Fig. 2    Phase transformation ellipse in the σ-τ plane
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图 3    伪弹性状态下 TiNi合金的应力-应变示意图

Fig. 3    Schematic stress-strain cueves
for pseudo-elastic effect of TiNi alloy
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w = σε̇p+τγ̇p (11)

λ̇联立式 (9)～(11)，可得到    的表达式为：

λ̇ =

dw
dk

k̇

2
(
σ (σ+βk)
θ2

+τ2

) (12)

假设 TiNi合金在简单拉伸条件下的一维应力−应变的函数关系为

σ = F (ε) (13)

则有：

dσ = F
′
[ε (σ)] (dεe+dεp)= Em

(
dσ
E
+

dw
σ

)
(14)

Em = F ′ (ε) Em

Em

θv

式中：    为应力-应变曲线的斜率。当材料加载至混合相时，    为混合相的模量；而当冲击载荷

σ的幅值超过相变完成应力 σB 时，材料由奥氏体直接转变为马氏体，    为虚线 AQ 的斜率，如图 3 所

示。定义和材料相关的参数    ，其表达式为：

θv =

{
−(β− θ) σ≥0
−(β+ θ) σ＜0 (15)

联立式 (11)、(12)、(14)和式 (15)，可以得到相变因子的表达式为

λ̇ =

θ2θ2
v

(
1

Em
− 1

E

)
kk̇

2(k2θ2−σvβk)
(16)

σv = σ+βk式中：    。根据式 (6)可得：

k̇2 = 2kk̇ = 2
(
σvσ̇

θ2
+ττ̇

)
(17)

将式 (15)、(16)和 (17)代入式 (7)和 (8)，可得到描述材料相变行为的本构关系：

ε̇ =

(
1
E
+

Sσ2
v

θ2

)
σ̇+Sσvττ̇ (18)

γ̇ = Sσvτσ̇+

(
1
G
+S τ2θ2

)
τ̇ (19)

S =
θ2θ2

v

(
1

Em
− 1

E

)
k2θ2−σvβk

式中：    。

将本构关系式 (18)～(19) 代入式 (3)～(4)，并联立式 (1)～(2)，可以得到应力波在 TiNi 合金薄壁管内

传播的控制方程，写成矩阵形式为：

A ·W̃t +B ·W̃x = 0 (20)

W̃ = (u,v,σ,τ)T A =
(
ρI O
O H

)
B =

(
O −I
−I O

)
=

(
1 0
0 1

)
O =

(
0 0
0 0

)

H =


1
E
+

Sσ2
v

θ2
Sσvτ

Sσvτ
1
G
+S τ2θ2


式中：    ，上标“T”表示转置。    ，    ，I    ，    ，

柔度张量    。

1.4    特征关系和简单波解

矩阵 A 和 B 及柔度张量 H 都是实对称矩阵。由广义特征理论可知，薄壁管中的特征波速 C 由矩阵

B相对于矩阵 A的特征值决定的，即

||B−C A|| = 0 (21)
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采用分块矩阵的记法，可以得到：

B−C A =
(
−ρCI −I
−I CH

)
=

(
−ρCI O
−I I−ρC2H

)(
I I/ (ρC)
O I/ (ρC)

)
(22)

利用式 (22)，特征方程 (21)可以简化为：

||B−C A|| =
(
ρC2

)
||I−ρC2 H||

(
1
ρC

)2

= 0 (23)

即：

||H−φI|| = 0 (24)

φ = 1/
(
ρC2)式中：    。

展开特征方程 (24)，可得

Φ (φ) =
(

1
E
−φ

)(
1
G
−φ

)
+S

[(
1
E
−φ

)
τ2θ2+

(
1
G
−φ

)
σ2

v

θ2

]
= 0 (25)

Φ (+∞)＞0 Φ
(

1
G

)
≤0 Φ

(
1
E

)
≥0 φs φf显然有    ，    ，    ，因此式 (26)的两个根    和    必然满足如下的关系：

1
E
≤φf≤

1
G
≤φs＜+∞ (26)

E = ρC2
0 G = ρC2

2设 C0 和 C2 分别表示弹性纵波波速和弹性横波波速，即    和    。式 (27)可以改写为：

0＜Cs≤C2≤Cf≤C0 (27)

Cs

Cf C2 C0

式 (27) 表明处于伪弹性状态的 TiNi 合金薄壁管内相变耦合慢波的波速    必然小于或等于弹性横

波波速，相变耦合快波的波速    介于弹性横波波速    和弹性纵波波速    之间。得到特征波速之后，可以

得到特征向量 R的表达式为：

R =
(

H12

ρC (H11−φ)
, − 1

ρC
, − H12

H11−φ
, 1

)T

(28)

因此，简单波解为：

du
H12

ρC (H11−φ)

=
dv

− 1
ρC

=
dσ

− H12

H11−φ

=
dτ
1
= ηdζ (29)

式中：η为任意常数。根据式 (29)，决定 TiNi合金薄壁管内相变耦合慢波和快波应力路径的微分方程为：

dσ
dτ
=

1
G
+S τ2θ2−φ

−Sσvτ
(30)

进一步化简式 (30)，可得如下形式

dσ
dτ
=

1−
(

C
C2

)2

1−
(

C
C0

)2

σv

τθ2
(31)

(σ0, τ0)

σ = σ (τ,σ0, τ0)

以各种不同的应力状态    为初始条件对方程 (30) 或 (31) 进行积分，可以得到相应的应力路径

 。以上的分析并没有指明薄壁管是处于冲击拉-扭加载还是压-扭加载；在分析过程中也并

没有指明加载到最终状态时的材料是处于混合相还是马氏体相，因此，本文中的分析对上述各种情况都

是适用的。
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2    数值计算及讨论

在薄壁管的拉-扭或压-扭动态试验中，Clifton 等[24-26] 基于霍普金森压杆，建立了一套薄壁圆管预扭

冲击加载装置，对 3003 铝材和 α-Ti 进行了实验研究，观察到了复合应力波在薄壁管内的传播。TiNi 合
金压缩时的临界应力较高且材料“偏脆”，在进行预扭冲击压缩实验时，薄壁管容易发生屈曲。加载幅

值在相变临界应力附近，在靠近薄壁管的端部出现了局部破裂。无法在实验中观察到相变耦合波的传

播。考虑到 TiNi 合金的拉压不对称性，且拉伸比压缩更容易发生相变，王波等[27] 对 TiNi 合金薄壁管进

行了预扭冲击拉伸实验，观察到了拉-扭复合应力状态下相变波的传播。数值计算的结果和实验吻合的

较好，可以较好地区分出相变耦合快波和慢波的波系结构。在以上工作的基础上，为避免实验上的不确

定性，本文中采用数值方法来研究应力波在 TiNi合金薄壁管中的传播规律。

2.1    差分格式

采用一阶 Lax-Friedrichs 格式对控制方程进行离散，联立相变材料的本构方程和初、边值条件，就可

以得到拉 (压)-扭载荷联合作用下相变复合波在薄壁管内的传播规律。控制方程的离散形式为：

un+1
j =

1
2

(
un

j−1+un
j+1

)
+

1
2ρ
∆t
∆x

(
σn
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)
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j =
1
2

(
vn

j−1+ vn
j+1

)
+

1
2ρ
∆t
∆x

(
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)
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1
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1
2
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)
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1
2

(
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1
2
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(
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j+1− vn
j−1

)
(32)

式中：Δt 和 Δx 为时间增量和空间步长。将本构方程 (18)和 (19)进行改写后的离散格式为
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(33)

根据相应的初始条件和边界条件，知道了 n 时间步的应力、应变和粒子速度之后，通过控制方程和

本构方程的离散形式 (32) 和 (33)，可以确定第 n+1 时间步的应力、应变和粒子速度，从而得到了相变波

在管内的传播规律。计算中所用的材料参数如表 1所示。

需要说明的是，表 1 中的 Em 为材料进入混合相时的模量，材料由奥氏体直接转变为马氏体时的模

量根据加载前后应力的幅值重新计算。

2.2    计算结果

ki

kf ki＜kf k1＜kf k1＜kf＜k2

如果管内材料始终处于奥氏体弹性状态，薄壁管内传播的是互不耦合的弹性纵波和弹性横波，我们

更关心管内材料发生相变后波的传播规律。假设初始应力状态 (σi, τi) 时的相变参数为    ，最终应力状态

(σf , τf) 时的相变参数为    ，以下的算例都基于    且    。需要说明的是，若    ，此时薄壁管

表 1    TiNi 合金的材料参数

Table 1    Material Parameters of TiNi Alloy

ρ/(kg∙m−3) E/GPa µ Em/GPa α k1/MPa k2/MPa

6 450 63.7 0.3 5 0.159 250.8 314.8
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kf＞k2内相变波的结构同常规弹塑性材料类似；若    ，加载后材料由奥氏体直接转变为马氏体，管内形成相

变耦合冲击波，在 σ-τ空间的应力路径为从初始相变面上某点出发的广义 Hugoniot 线[28]。两者虽然有

本质的不同，但在 σ-τ应力空间内很容易区分，以下统一称为相变耦合波。根据不同的初始条件和边界

条件，讨论以下两种典型情况。

(1) 假定 TiNi 合金薄壁管最初是静止的且不受任何作用力，在端部突然施加正应力 σ =10 MPa 和剪

应力 τ = 480 MPa。
根据前面的理论分析，在图 4的 σ-τ平面上的应力路径为：

O
C0→ A2(−8.01, 0)

C2→ A3(−8.01, 248.3)
Cs→ A1(10, 480) (34)

式 (34) 中的单位为 MPa。不同时刻管内的应力分布如图 5 所示。图 4 上 τs 为纯扭转时的相变起始应

力，τm 为相变起始面上剪应力最大值点。对比图 4 和图 5 可以发现，尽管突然施加在管端部的轴向载荷

为拉应力，但在管内首先是以波速 C0 传播的弹性压缩波，将材料由零应力状态加载至 A2(−8.01 MPa, 0)，
随后依次传播的是剪切波和相变耦合慢波。计算的结果表明，对于初始状态自然静止的半无限长

TiNi 合金薄壁管，杆端突然施加的恒值载荷位于应力空间中蓝色区域 (包括区域的边界) 时，管内都会出

现类似的现象。这种现象在常规弹塑性材料的薄壁管中并不会出现。原因在于材料发生相变时引起体

积变化，在 σ-τ平面上相变起始面左移，相变耦合慢波路径的起点 A3 位于相变起始面上，其剪应力幅值

处于 τs 和 τm 之间。在奥氏体弹性阶段，管内传播的是互不耦合的弹性纵波和弹性横波，在 σ-τ平面上的

应力路径只能是沿着 OA2 传播的弹性纵波及随后沿着 A2A3 传播的弹性横波。

(2) 薄壁管的端部预先施加扭转载荷 τi = 270 MPa，在 t = 0 时刻突然施加恒值的压−扭载荷至最终应

力状态 B2(−550 MPa，400 MPa)。其应力路径如图 6所示。
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B (0,270)
Cs→ B1(−460.8,182.8)

Cf→ B2(−550,4000) (35)

材料由初始状态 B 经相变复合快波以波速 Cf 加载至 B1 时，管内正应力的幅值单调增大，而切应力

的幅值则先增大后减小，如图 7 所示。这种现象在施加拉−扭阶跃载荷时并不会出现。根据式 (28)，相变

耦合快波的速度 Cf 高于剪切波波速 C2，在跨过相变椭圆的最高点的右侧，根据式 (32), dσ/dτ＜0，因此随

着正应力幅值的增大，剪应力的幅值也会增大；而在相变椭圆最高点的左侧，根据式 (32), dσ/dτ＞0，因此

随着正应力幅值的增大，剪应力的幅值会降低。从而在快波区剪应力的幅值会出现先增大后减小这种

现象。

3    结　论

相变过程伴随着体积和形状的改变，使得相变材料具有明显的拉压不对称性。本文采用考虑静水

压力和偏应力联合作用的相变准则，基于增量型相变本构模型，得到相变耦合波在半无限长 TiNi 合金薄

壁圆管内传播的控制方程。利用广义特征理论分析了 TiNi 合金薄壁管的特征波速和简单波解，确定了

决定应力路径的微分方程。利用一阶 Lax-Friedrichs 有限差分格式对控制方程及相变本构关系进行离

散。数值算例分析了两种典型初始条件，即初始状态静止以及预扭至混合相时，在阶跃联合载荷作用下

薄壁管内相变耦合波传播的应力路径，以及各阶段应力随时间的变化，并对反常现象进行了解释。
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