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空腔膨胀理论靶体阻力模型及其应用研究进展* 

刘均伟，张先锋，刘    闯，陈海华，熊    玮，谈梦婷
（南京理工大学机械工程学院，江苏 南京 210094）

摘要： 从静 /动态空腔膨胀模型的理论体系出发，介绍了空腔膨胀模型在不同方向上取得的成果，主要涉及理想

侵彻条件的空腔膨胀压力计算模型及数值模拟方法和空腔膨胀模型在典型侵彻问题及复杂弹靶条件下的应用。在理

想侵彻条件下的空腔膨胀压力计算模型中，主要讨论了靶体材料、屈服准则和状态方程对空腔边界应力的影响规律及

空腔膨胀模型的适用性问题；根据数值模拟中初始条件的不同，介绍了空腔表面恒定速度 /恒定压力两种数值模拟方

法，证明了数值模拟方法的可靠性；整理了空腔膨胀模型的基本假设、适用范围、工程应用特点，列举了其在典型侵彻

问题及多层复合靶板、约束靶体、弹体刻槽和异形截面形状弹体等复杂弹靶条件下的应用。针对空腔膨胀模型的研

究现状，总结了目前空腔膨胀模型在冲击动力学领域的应用方向，归纳了空腔膨胀模型应用中尚存在的问题，展望了

空腔膨胀模型下一步的重点发展方向。
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Research progress of target resistance model of cavity
expansion theory and its application

LIU Junwei, ZHANG Xianfeng, LIU Chuang, CHEN Haihua, XIONG Wei, TAN Mengting
（Department of Mechanical Engineering, Nanjing University of Science and Technology, Nanjing 210094, Jiangsu, China）

Abstract:  The cavity expansion theory is one of the main basic theories for the theoretical analysis of penetration problems. It

is  mainly  used  to  analyze  the  failure  response  characteristics  of  typical  target  materials  under  impact  load,  and  then  to

determine the penetration resistance of the target. It is widely used in the analysis of high-speed impact penetration and failure

problems.  Domestic  and  foreign  scholars  have  made abundant  research  achievements  on  plastic  and  (quasi)  brittle  materials

based on the  theory of  cylindrical  and spherical  cavity  expansion.  Starting from the theoretical  system of  the  static/dynamic

cavity expansion model, the results of the cavity expansion model in different directions are introduced, mainly involving the

cavity expansion pressure theoretical  calculation model and numerical  simulation method under ideal penetration conditions,

and  the  application  of  cavity  expansion  model  to  typical  penetration  problems  and  complex  missile  target  conditions.  The

theoretical  calculation  model  under  ideal  penetration  conditions  based  on  cavity  expansion  theory  mainly  discusses  the

influence aspects of target material, yield criterion and equation of state on target resistance and the applicability of the cavity

expansion model. According to the different initial conditions in the numerical simulation, two numerical simulation methods

of cavity surface constant velocity/constant pressure are introduced, and the reliability of the numerical simulation method is

proved. The basic assumptions, application scope and engineering application characteristics of the cavity expansion model are

summarized,  and  its  applications  in  typical  penetration  problems  and  complex  missile  targets  such  as  multilayer  composite

target plate, constrained target, projectile grooves and projectile body with special cross-section are listed. Based on the current
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status of the cavity expansion model, we summarized the current cavity expansion model application direction in the field of

impact dynamics, and the problems existing in the application of the cavity expansion model, as well as the key development

direction in the cavity expansion model.

Keywords:  penetration; cavity expansion theory; resistance model
 

随着固体动力学、弹塑性动力学、计算力学、材料力学以及数学分析工具的发展，人们不再满足于

实验研究这种只能给出弹靶作用最终结果的研究方法。弹体侵彻过程最基本的问题是确定靶体对弹体

的作用，即阻力函数。目前，应用较多的研究方法有空腔膨胀模型[1-3]、局部相互作用理论[4]、微分面力法[5]、

速度势和速度场理论[6]、土盘模型[7-8] 等。其中较为成熟且应用广泛的确定靶体阻力函数方法为空腔膨

胀模型，该模型综合考虑了靶体强度（由屈服准则描述）、体积模量（由状态方程描述）和密度等多种因素

的影响，主要用于分析典型靶体材料在冲击载荷下的破坏响应特性，进而确定靶体的抗侵彻阻力。学者

们先后以柱形、球形空腔膨胀理论为基础，针对塑性、（准）脆性材料，取得了丰富的研究成果。准静态

球形和柱形空腔膨胀模型的控制方程最早由 Bishop 等[1] 提出，并求解得到了锥形弹体低速侵彻金属靶

体的阻力。Bishop 等[1] 和 Hopkins[3] 首次给出了动态空腔膨胀的控制方程，通过求解方程得到了不可压

缩理想弹塑性靶体对弹体的阻力。Hunter 等[9] 首先假设材料的屈服应力和密度之间的比值为常数, 利用

相似变换建立了可压缩材料的动态球形空腔膨胀模型, 该研究开创了相似变换在空腔膨胀理论中应用

的先河，对空腔膨胀模型的发展应用起到了重要的推动作用。空腔膨胀理论的发展与更新速度很快，其

关键问题则集中于材料本构关系和破坏准则的修正，即将材料体积变形方程从不可压缩向跃变压缩、线

性压缩、非线性压缩发展；强度模型则从理想弹塑性向线性硬化、幂次硬化、压力相关强度准则、分阶段

强度准则过渡，并可考虑脆性断裂效应，其发展路线图如图 1所示。

Hopkins[3] 全面总结了第二次世界大战后关于空腔膨胀理论的相关研究工作。自此以后，学者们以

空腔膨胀理论为基础，发展了可用于描述多种类靶体材料的阻力模型计算方法，较好地应用于工程实际

问题中，成为靶体阻力计算的重要手段。本文中主要介绍空腔膨胀模型的起源及理论体系、塑性及脆性

材料的响应分区、空腔径向应力的理论及数值求解方法、空腔膨胀模型在多个方向的应用等，结合弹靶

侵彻效应发展特点给出空腔膨胀模型理论体系及应用的未来研究方向。 

1    空腔膨胀模型理论体系

相关研究工作表明，当加载于材料上的载荷超过材料本身的屈服极限时，材料出现层次分明的不同

响应区。Collombet 等[27]、Curran 等[28]、Wei 等[29] 分别开展了典型塑性及脆性材料在高速冲击下的响应

特性研究，获得了如图 2～3 所示的靶体破坏形式。这与弹体高速撞击到装甲上时，发散的球面波在装
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图 1    空腔膨胀模型发展路线图[1-3, 9-26]

Fig. 1    The development circuit diagram of cavity expansion model[1-3, 9-26]
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甲内传播的情形类似；而在弹体侵彻靶体中的稳定侵彻阶段，靶体中的开孔与弹体侵彻形成的空腔类

似。因此，靶体对弹体的抗侵彻阻力可以通过无限域介质内部空腔膨胀的压力来模拟。

空腔膨胀模型的基本假设是：用空腔在无限大介质中膨胀时所产生的表面径向应力，替代弹体侵彻

过程中表面法向所受到的阻力。材料在空腔扩展下的响应分区与材料自身动态力学特性相关，塑性与

脆性材料的空腔响应及分区特点区别明显，图 4 为响应区示意图，其中 cc、cd、cp、ce 分别为弹性区与开裂

区、开裂区与粉碎区、弹性区与塑性区的界面传播速度及弹性波波速。通常对金属材料都假定空腔扩展

会在靶体内产生弹性-塑性响应分区[30]。对脆性材料而言，当膨胀速度较低时，空腔扩展会在靶体内形成

弹性-开裂-粉碎响应分区；当膨胀速度较高时，则为弹性-粉碎响应分区[31]。

空腔膨胀模型的求解一般是从质量和动量守恒方程出发，并根据连续介质力学的基本原理以及材

料的本构方程来推导空腔表面径向应力的大小，所得结果一般可以表示为空腔膨胀速度的二次函数形

式[32]。根据模型假定不同，空腔膨胀模型分为球形/柱形空腔膨胀，球形和柱形[32-33] 空腔膨胀理论适用于

不同的研究对象，两种模型对不同弹体头部形状的计算精度不同。一般而言，在球、柱坐标系下，靶板介

质的质量和动量守恒方程分别为：

ρ

(
∂v
∂r
+ k

v
r

)
= −

(
∂ρ

∂t
+ v

∂ρ

∂r

)
(1)

 

图 2    塑性材料破坏情况[29]

Fig. 2    Failure of plastic material[29]

 

图 3    脆性材料破坏情况[27]

Fig. 3    Failure of brittle material[27]
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图 4    响应区示意图

Fig. 4    Schematic diagram of response area
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ρ

(
v
∂v
∂r
+
∂v
∂t

)
=
∂σr

∂r
+

k
r

(σr −σθ) (2)

σr σθ ρ k = 1

k = 2

式中：v 为质点速度，r 为径向坐标，    、    分别为径向、环向应力，    为材料密度；当    时，为柱坐标系；

当    时，为球坐标系。

ura = ra σre = σ (t) σ (t) = 0

空腔膨胀模型的基本方程包括守恒方程和材料的本构方程，可结合边界条件、初始条件和波阵面间

断条件或弹塑性边界的连续性条件等求解。边界条件一般为位移边界条件和应力边界条件，空腔壁处

质点位移等于空腔半径    以及空腔外侧边界处径向应力    ，其中    时为自由边界。各

响应分区的交界面满足 Hugoniot跳跃条件，质量守恒、动量守恒形式的 Hugoniot跳跃条件为：

ρ− (v−− c) = ρ+ (v+− c) (3)

σ−+ρ−v− (v−− c) = σ + +ρ + v + (v + − c) (4)

式中：c 为波阵面速度，下标+、−分别代表波前、波后介质状态。

(r = r0) p0

σr Rt

最理想化的模型为弹塑性不可压缩材料的静态空腔膨胀模型，模型假设在弹塑性材料的空腔边界

 处施加一个恒定载荷    ，并不考虑惯性作用和波动效应，当载荷逐渐增加至临界值、材料达到稳

定膨胀时，空腔边界径向应力    则为材料静阻力    。Bishop 等 [1]、Hill 等 [34]、Chadwick[2]、Hopkins[3]、
Huang[35] 和 Forrestal等[10] 分别给出了静态空腔膨胀解的几个等效推导，典型结果如下式：

σr =
2Y
3

[
1 + ln

(
2E
3Y

)]
(5)

式中：Y 为材料的屈服强度，E 为弹性模量。

c (t)/a (t) = E/(1+ ν)Y

静态空腔膨胀模型未考虑材料的惯性效应，而当膨胀速度较高时，惯性效应对空腔径向应力计算结

果的影响不可忽略。Hill[34] 第一个给出了不可压缩延性材料的动态空腔膨胀模型的解析解。通过假设

材料不可压缩并结合小变形假设，得出弹塑性边界 c 与空腔边界 a 的关系为    ，空腔

径向应力为：

σr =
2Y
3

[
1 + ln

(
2E
3Y

)]
+

3
2
ρv2

Y
(6)

式中：第 1项为准静态项，与静态空腔膨胀模型结果相同；第 2项为与速度相关的惯性项。

材料的不可压缩假设有利于空腔膨胀模型解析解的求解，但正如 Chadwick[2] 和 Hunter 等[9] 所指出

的，不可压缩假设导致了弹性波速是无穷大的，且由于空腔膨胀速度与塑性波速具有恒定的比例，空腔

膨胀速度不可能超越塑性波速，与实际情况不符。

Hunter 等[9] 指出，对于以恒定速度扩张空腔的情况，由于侵彻过程主要是由稳态侵彻部分控制，而

稳态侵彻具有自相似性，因此与稳态侵彻相关的动态空腔膨胀也具有自相似性，可以采用相似变换求

解，其中应力、速度和密度取决于单个相似性变量。Hunter 等[9] 假设在整个空腔扩展过程中，屈服应力

与密度之比是恒定的，研究结果表明，随着空腔扩张速度的增加，弹塑性界面速度逐渐增加，并最终达到

弹性波速度。

Forrestal 等[11] 在 Hunter 等[9] 的基础上，给出了以恒定速度扩展的可压缩材料的动态空腔膨胀解决

方案。通过使用 Hugoniot 跳跃条件以及材料在弹塑性界面的任一侧屈服的条件，Forrestal 等[11] 计算得

出粒子速度、径向应力在弹塑性边界上是连续的，并引入了以下无量纲参数：

S =
σr

K
, T =

Y
K
, U =

v
c
, ζ =

r
ct
, ε=

u
c
, β =

c
cp

(7)

cp =
√

E/ρ ξ ε β式中：    ，u 为空腔膨胀速度，K 为体积模量，v 为粒子速度，S、T、U、    、    、    均为无量纲变量。

通过相似变换，径向无量纲应力可以表示为：

S c = S 2−
β2 (ε2−U2

2

)
2

+
2
(
U2β

2+T
)
(1−ε)

ε (1−β2)
−2T lnε+T ln

(
1−β2ε2

1−β2

)
+

T
βε

ln
[ (

1+β2ε
)
(1−β)

(1−β2ε) (1+β)

]
(8)
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式中：S2 和 U2 通过弹塑性边界两侧应力、位移连续得出，S2 和 U2 由下式确定：

U2 =
T (1+ v)
3(1−2v)

, S 2 =
2T
3

[
1+

(1+ v)α2

(1−2v) (1+α)

]
(9)

α = c/cd cd =
√

E(1−υ)/
[
ρ0(1+υ )(1−2υ )]式中：    ，    。

为了求解式 (8)，必须确定弹塑性界面速度 c。通过空腔从零初始半径开始的条件，弹塑性界面速度

c 可以从以下超越方程中解出：

Tβε+β3ε3− β
(
U2β

2+T
) (

1−β2ε2)
1−β2

− T
(
1−β2ε2)

2
ln

(
1+β2ε

)
(1−β)

(1−β2ε) (1+β)
= 0 (10)

σr

空腔膨胀模型理论体系是由基本假定、响应模式、守恒方程、本构模型（屈服准则和状态方程）和求

解条件（边界、界面和应力波条件等）组成的完备体系。材料的稳定响应区划分、屈服准则、状态方程、

求解条件等影响因素不是割裂的，共同影响模型计算的空腔边界径向压力    ；当采用不同假设条件时，

相同材料参数计算出来的空腔径向应力也会有所差别。 

2    理想侵彻条件的空腔膨胀压力计算模型

F = A0
(
a1+b1v2)

A0

Poncelet 公式是最古老和最经典的计算平头弹撞击金属靶侵彻阻力的公式：    ，其中

 是弹体的横截面积，v 是撞击速度，a1、b1 为实验确定的材料常数。理想侵彻条件指具有一般凸形头部

形状的刚性弹垂直侵彻半无限靶目标[19]，在考虑了弹形几何因素后，理想侵彻条件下的空腔膨胀压力计

算模型[11] 得到了与 Poncelet 公式几乎完全相同的侵彻阻力计算式，即侵彻阻力由靶体材料的静强度项

和流动阻力组成，动态空腔膨胀理论进一步提供了 Poncelet公式的理论基础。

自 20世纪 80年代以来，美国 Sandia国家实验室 Forrestal团队分别对球形和柱形动态空腔膨胀理论

进行了详细的研究，同时进行了大量侵彻实验对其验证。此后有关空腔膨胀的工作主要集中在：

（1）不同的靶体材料，如铝合金[11-12]、混凝土[13, 36-37]、土[10]、岩石[14-15]、沙子[38] 和陶瓷[16] 等；

（2）靶体塑性区屈服准则，Tresca 屈服准则 [12-13]、Drucker-Prager 屈服准则 [37]、Mohr-Coulomb 屈服

准[14-15, 36, 38] 等；

（3）塑性区状态方程，线性静水压力-体应变状态方程[30, 36]、线性锁应变模型[10, 13]、三阶段非线性状

态方程[37] 以及 p-α状态方程[38] 等。 

2.1    靶体材料

陈小伟等[19] 和 Forrestal 等[11-12] 针对铝合金材料，假定材料为幂应变硬化、速率无关的弹塑性材料，

建立了空腔初始半径从零开始的动态膨胀模型，计算结果如图 5 所示。Forrestal 等[11-12] 分析了可压缩性

对材料的影响，发现材料的不可压缩假设会高估空腔阻力。Forrestal 等[30] 借鉴金属材料空腔膨胀理论，

考虑混凝土的拉伸断裂，将混凝土的响应区分为塑性区-裂纹区-弹性区和塑性区-弹性区两种模式，假设

塑性区满足 Mohr-Coulomb 失效准则，裂纹区的环向应力为零，考虑不可压缩和可压缩线性压力-应变关

系两种情况，计算结果如图 6 所示。研究表明，响应区划分对塑性区应力影响较大，在混凝土材料响应

区中加入裂纹区会降低空腔径向应力值；而不同的响应区划分下，弹性-裂纹区界面移动速度大于塑性-
裂纹区界面移动速度。

与传统混凝土相比，超高强度混凝土 (ultra-high performance cement based composite，UHPCC) 具有更

加优异的抗侵彻性能[17-18, 39-43]，对于高速弹体侵彻 UHPCC目标，弹体-目标界面周围的压力可以达到数吉

帕，其中压力-体积应变的关系表现出非线性特征，Kong 等[44]、Peng 等[45] 引入了双曲屈服准则和非线性

状态方程来描述弹体侵彻下 UHPCC 材料的塑性行为，提出了一种改进的弹体侵彻 UHPCC 的动态空腔

膨胀模型。图 7～8 为有关屈服准则和状态方程的实验数据，从图中可以看出，基于线性屈服准则和

EOS 的经典空腔膨胀模型不适用于 UHPCC，双曲屈服准则和非线性 EOS 分别在拟合抗剪强度-压力数

据和压力-体积应变数据时更实用和灵活。
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cp

cc

Satapathy[16] 研究陶瓷材料以恒定速度打开

球形空腔所需的压力时发现，随着空腔膨胀速度

逐渐增加，粉碎区边界速度    逐渐逼近并超过破

裂区边界速度    ，即破碎区消失，如图 9 所示。

在很高的空腔膨胀速度下，粉碎区域的传播速度

会以略低于纵向波速的水平达到饱和[46]。

Hunter 等 [9] 首先将空腔膨胀模型应用于球

形弹体对土介质的侵彻问题。其后 Hanagud等[47]

将其推广至可压缩介质中，Norwood[48] 则采用柱形

空腔膨胀理论求解了土介质的侵彻问题。Forrestal
等[10] 将土壤的压力-体积应变理想化为线性关系，

采用 Morh-Coulomb 和 Tresca 屈服准则描述塑性

区，推导了不同剪切强度模型的球形空腔膨胀问

λ

题的方程，计算结果如图 10 所示。Forrestal 等[10] 的研究表明，不同屈服准则对空腔径向应力有较大影

响，随着    的增加，空腔表面径向应力逐渐增大，实际应用中应合理选择描述材料屈服行为的准则。

Shi 等[38] 采用 p-α状态状态方程和 Mohr-Coulomb-Tresca 极限屈服准则来描述砂土的本构关系，建

立了考虑砂土可压缩性的球形空腔膨胀模型，图 11～12 为空腔速度与空腔径向应力、弹塑性界面移动

速度的关系，结果表明，对于含孔隙的砂土类材料，忽略可压缩性将高估空腔径向压力。Satapathy[16]
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图 5    不同速度下的空腔径向应力分布[11-12]

Fig. 5    Radial stress distribution of cavity atdifferentvelocity[11-12]
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图 6    不同分区下界面移动速度[30]

Fig. 6    Interface moving speed under different partitions[30]
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图 7    剪切强度-压力数据和屈服准则[44]

Fig. 7    Shear strength-pressure data and yield criteria[44]
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图 8    压力体积应变测试数据和状态方程[44]

Fig. 8    Pressure-volumetric strain tests data and EOS[44]
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图 9    粉碎和破碎区域的速度[10]

Fig. 9    Speeds of the comminuted and cracked zones[10]
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在 Bless 等 [49] 工作的基础上，将响应区划分为空腔-粉碎-径向裂纹-弹性-无扰动，假设粉碎区材料满足

Morh-Coulomb屈服准则，模型预测的结果与实验[50] 吻合程度较好。

靶体材料对空腔膨胀模型的影响首先体现在响应区的划分上，材料的力学特性决定了其响应区的

复杂性；从简单的塑性-弹性分区到复杂的塑性-密实-孔隙压实-开裂-弹性分区，不同响应分区下计算结

果有较大差异，正因为分区的复杂性，应谨慎根据材料破坏特性准确地划分响应分区。 

2.2    屈服准则及状态方程

许多学者致力于采用更加准确的塑性区屈服准则描述空腔膨胀模型中塑性区的力学特性。常用的屈

服准则有：Mohr-Coulomb屈服准则、Griffith屈服准则、Drucker-Prager盖帽模型、Hoek-Brown准则、统一

强度理论、应变梯度塑性流动理论、Voce应变硬化准则等。此外，材料的状态方程从简单的线性压力-体
积应变逐渐向非线性多段式状态方程演化，并考虑材料的可压缩性、剪切饱和等。空腔膨胀模型之间主

要区别在于对塑性区 (粉碎区) 本构的描述。总的来讲，材料强度准则、状态方程的不断修正以及考虑响

应过程中材料的可压缩性，使得空腔膨胀模型能够更加全面、准确地描述材料的动态响应，但也使得需

要求解的参数增加，方程无法得到解析解，计算过程越来越繁琐。常见的屈服准则与状态方程如表 1所示。

应变率、剪胀性、压力-体积应变等对空腔膨胀模型计算结果的影响主要体现在本构方程上，进而影

响模型计算的空腔边界速度、弹塑性边界速度、空腔边界应力等。空腔膨胀模型的复杂性在于其本构模

型的选取，众多的本构方程使有关空腔膨胀模型方面的成果十分丰富。不同本构方程代入求解后计算

所得空腔边界应力差异较大，需要结合实际情况，合理分析、选取恰当的本构方程描述材料的力学特性。 
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图 10    不同屈服准则下径向应力与速度的关系[10]

Fig. 10    The relationship between radial stress and velocity under different yield criteria[10]
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图 11    空腔径向应力与空腔速度的关系[38]

Fig. 11    The relation between cavity radial pressure
and cavity velocity[38]
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图 12    空腔速度与弹塑性界面移动速度的关系[38]

Fig. 12    The relation between the velocity of
the cavity and elastoplastic interface[38]
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2.3    空腔膨胀模型的适用性

数十年来，柱形空腔膨胀（cylindrical cavity expansion，CCE）和球形空腔膨胀（spherical cavityexpansion，
SCE）模型的研究都在 Goodier[51] 工作的基础上进行。CCE和 SCE模型基于以下两个基本假设：

（1）施加在弹体表面上的接触压力 p 可以近似为在 CCE或 SCE模型中扩张空腔所需的压力 p0；

ȧ vz（2）空腔膨胀速度    可由弹体形状以及当前的轴向侵彻速度    确定。

Rt

近年来，一些学者重新讨论了该假设的适用性。Rubin[52] 通过使用 OR（ovoid of rankine）模型[24, 53] 作

为基准，与空腔膨胀模型计算结果对比，分析空腔膨胀模型中由于不真实的流场导致的计算侵彻阻力误

差。OR 模型中的弹体头部形状及稳态流场如图 13～14 所示，OR 模型用于分析刚性弹体侵彻不可压缩

的理想弹塑性材料的运动过程，其弹体形状与稳态真实流场一致。Rubin[52] 认为 CCE 和 SCE 模型均低

估了静态阻力值    ，惯性项的存在弥补了部分侵彻阻力预测偏差值。总的来说，空腔膨胀模型对于较低

的冲击速度值会低估侵彻阻力，而对于较高的冲击速度值会高估侵彻阻力，如图 15所示。

Rosenberg 等[22-23]、Kawata[54]、Kong 等[55]、Yankelevsky 等[25-26]、Feldgun 等[56] 研究表明，在临界速度

范围内（空化速度），撞击金属目标的刚性弹体上的侵彻阻力实际上是恒定的，而不是速度依赖性的，当

表 1    常见的几种屈服准则与状态方程

Table 1    Several common yield criteria and equations of state

屈服准则/状态方程 函数表达式 备注

Mohr-Coulomb |σr −σθ | = Y  σr σθ   和   分别为径向应力与环向应力，Y为屈服强度

Tresca |σr −σθ | = λp+τ0  τ0 =
3−λ

3
Y 

Griffith (σr −σθ)2 = Y (σr + σθ)  σr σθ   和   分别为径向应力与环向应力，Y为屈服强度

Drucker-Prager


σr −σθ = λp+τ0 p＜pm
σr −σθ = (τ0 + λpm)

p1 − p
p1 − pm

pm≤p≤p1

σr −σθ = 0 p＞p1

 

σr σθ   和   分别为径向应力与环向应力，

Y为屈服强度，p1、pm为临界压力

Hoek-Brown (σr −σθ)2 = Y (m0σr + σθ)  无量纲数m0与材料强度及脆性程度有关

统一强度理论 1
1 + b

(σ1 +bσ2)−γσ3 = σt 

γ = σt/σc σt σc   为靶体材料拉压比，   和   分别为靶体材料的

抗拉和抗压强度，b为中间主应力的效应参数

Voce应变硬化 σ =


Eε σ≤Y

Y +
2∑

i=1

Qi
(
1− exp(Ciε)

)
σ＞Y  Qi和Ci为硬化参数

线性压力-体积应变 pm = Kε  ε   为应变

三段式线性状态方程 pm =


Kε p≤pc
pc +Kc (µ−µc) pc＜p≤p1

p1 +K1

(
µ−µp

)
p＞p1

 

K、Kc、K1为弹性区、孔隙压实区和密实区的

体积模量，pc、p1为临界压力
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图 13    刚体侵彻不可压缩理想弹塑性目标的头部区域示意图[52]

Fig. 13    Sketch of the nose region of a rigid projectile penetrating
an incompressible elastic-perfectly plastic target[52]

3.0

1.5

0

−1.5

−6
−3.0

0
Z/R

r/
R

3−3 6

 

图 14    Rankine形弹体的稳态流场[53]

Fig. 14    Steady-state flow field for an ovoid
of Rankine shaped projectile[53]
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Rt

速度超过了临界速度，则必须将惯性项加入到侵

彻阻力中。恒定的侵彻阻力    取决于材料的特

性（屈服强度和杨氏模量）以及弹头的头部形

状。即只要侵彻隧道区直径与弹体直径相同，可

以认为施加在弹体轴向方向的侵彻阻力是恒定

的，侵彻深度可以由下式得出：

P = ρpLeffv2
0/2Rt (11)

ρp Leff v0式中：    是弹体密度，    为弹体有效长度，    为

侵彻初始速度。

动态空腔膨胀模型普遍采用相似变换求

解[57-59]，理论求解一般不考虑材料的瞬态响应行

为，以获得稳定的自相似响应。近年来，Rodríguez
等[60]、Masri 等[61] 研究了自相似稳态场的时间尺

度，利用数值模拟方法分析了空腔膨胀初始阶段

材料的瞬态响应问题。图 16 为不同时间下空腔

边界应力的数值模拟与理论计算值对比，从图中可以看出，随着时间的增加，数值模拟结果逐渐靠近理

论解。Rodríguez 等 [60] 研究表明，相似变换所假设的自相似稳态场存在，达到自相似稳态场的时间在

2.5～40 µs （与材料有关）。因此当采用空腔膨胀模型求解薄板侵彻问题时，由于自相似稳态场的形成需

要时间，应慎重考虑采用空腔膨胀模型求解的合理性。

侵彻模型（如 Poncelet模型、Recht-Ipson模型、A-T模型、空腔膨胀模型、Ravid-Bodner模型和Walker-
Anderson 模型等）各有其假设与适用条件[62]。尽管空腔膨胀模型存在着诸如无法预测空化现象、模型流

场与实际有误差等问题，但其仍然是侵彻问题研究中重要的分析手段。 

3    靶体空腔膨胀阻力的数值模拟方法

空腔膨胀模型的中心思想是为了求得空腔表面径向应力与膨胀速度的关系，传统的空腔膨胀理论

研究方法均是基于理论分析和推导，然后进行大量的理论计算，但面对复杂的本构条件、屈服准则以及

状态方程时则遇到了瓶颈。利用数值模拟研究空腔膨胀过程是十分有效的, 数值模拟可以代替模型中

某些复杂的理论推导部分, 根据模拟结果可以拟合得到空腔表面径向应力与膨胀速度的关系。 
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图 15    OR、CCE和 SCE模型预测的侵彻速度

平均轴向阻力应力[52]

Fig. 15    Average axial resistance stress as a function
of the penetration velocity predicted
by the OR, CCE and SCE models[52]
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图 16    不同压力时数值模拟与理论值对比[60]

Fig. 16    Comparison between numerical simulation and theoretical values at different pressures[60]
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3.1    空腔表面恒定速度数值模拟

Warren 等[63] 在研究混凝土的侵彻问题时采

用了数值模拟的方法来确定球形空腔表面应力，

有限元模型与计算结果如图 17～18 所示。模拟

假设空腔表面以恒定速度向外扩展，当材料响应

趋于稳定时，空腔表面的应力也将趋于一个恒定

值。通过改变空腔的膨胀速度，经过一系列的模

拟，可以得到径向应力与空腔膨胀速度的拟合关

系式。

何涛等 [5] 分别采用轴对称单元和平面应变

单元来模拟典型靶体球形空腔膨胀和柱形空腔

膨胀作用过程，如图 19～20。模型中靶板材料

采用双线性本构，模拟结果与可压缩的理想弹塑性解接近，表明采用有限元数值模拟方法可以较为准确

地计算出空腔膨胀响应力结果。

Rosenberg 等[59, 64] 对半无限理想弹塑性金属材料进行了一系列的研究，通过材料参数的单因素影响

模拟研究，结合理论分析，得到了球形空腔径向应力系数与弹塑性材料基本参数的表达式。对于任意的

vr

O

z
Non-reflection

boundary

r
 

图 17    球形空腔膨胀计算的有限元模型

Fig. 17    Finite element model for spherical cavity
expansion calculation

 

(a) Target strain distribution at 25 m/s (b) Target strain distribution at 500 m/s

图 18    不同膨胀速度下靶体应变分布[63]

Fig. 18    Target strain distribution at different expansion velocities[63]
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图 19    球形空腔分别以 400 m/s和 600 m/s的速度膨胀时

得到的空腔表面径向应力随时间变化曲线[5]

Fig. 19    Radial stress at the spherical cavity surface versus time
for cavity expansion velocities of 400 m/s and 600 m/s[5]
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图 20    空腔表面径向应力随空腔膨胀

速度的变化曲线[5]

Fig. 20    Radius stress at cavity surface versus
cavity expansion velocity[5]
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弹塑性材料，均可由表达式计算出径向应力，误差不超过 5%，说明数值模拟可以直接反映出简单本构中

各参数的联系，增强了数值模拟的适用性。

图 21 是长杆弹以 2 km/s 的速度撞击材料和空腔以 2 km/s 的速度压缩材料时材料的速度分布图。

两幅图中的颜色代表材料的流动速度，且具有相同的标尺，即颜色相同代表流动速度相同。从图中可以

看出，弹坑和空腔的形状以及他们周围的材料速度分布非常相似，证明了模拟方法的有效性。

前人大部分工作集中在膨胀速度恒定的条件下得出各区域的大小，而实际情况中空腔膨胀速度是

不断变化的。牛振坤等 [65] 采用刚性弹侵彻混凝土，研究靶体材料各响应区域的大小，并讨论侵彻速度

(空腔膨胀速度) 对混凝土各响应区域的影响。图 22～23 表明，随着弹体侵彻速度的增高，混凝土粉碎区

和破裂区边界速度也随之增高。 

3.2    空腔表面恒定压力数值模拟

王一楠等[66]、晋小超等[67] 等通过改变数值模拟中材料的失效判据，对侵彻过程中金属、混凝土靶空

腔膨胀响应区域进行了识别划分，得到了侵彻过程中混凝土各响应区的区域大小。

图 24～25 为模型计算结果，该结果表明，在达到一定膨胀压力后，空腔边界将以对应于膨胀压力的

恒定速度膨胀，证明存在理论所示的函数关系；进一步分析表明，空腔边界以恒定速度膨胀所需要的膨

胀压力阈值与混凝土的抗压强度基本呈线性关系。

采用数值模拟方法可以比较容易地确定出空腔膨胀时径向应力的大小，从而避免繁琐的理论推导

过程，同时充分考虑了材料在空腔膨胀过程中的实际响应情况。另一方面，数值模拟手段可以应用到各

种复杂的本构材料中，为解决具有复杂力学响应特点的靶体材料的空腔膨胀作用过程提供了一个有效

的模拟方法。

 

(a) Rod penetration (b) Cavity expansion

图 21    长杆弹侵彻坑附近和 1/2面积受内压的膨胀空腔附近的速度场[59]

Fig. 21    Velocity field near long rod projectile penetrating crater and 1/2 area expansion cavity under internal pressure[59]
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图 22    混凝土响应分区形成过程[65]

Fig. 22    Formation process of concrete target response regions[65]
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图 23    不同侵彻速度下的混凝土等效应变云图[65]

Fig. 23    The equivalent strain diagrams of concrete under different penetration velocities[65]
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图 24    3种强度混凝土在不同膨胀压力下的空腔边界速度时间历程数值模拟结果[66]

Fig. 24    Simulation results of cavity wall velocities for three strengths concrete
with different expansion pressures[66]
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目前空腔膨胀的数值模拟工作集中在空腔表面单元法线方向施加恒定的速度以研究单元膨胀过程

压力，或在单元法线方向施加恒定压力载荷以研究单元膨胀速度，主要针对理想侵彻条件的稳定侵彻阶

段，即均匀扩孔速度对应于恒定空腔膨胀压力；尚未见到有限空腔膨胀的数值模拟，其原因是由于径向

的弹性位移受到限制，有限空腔膨胀的均匀扩孔速度不对应于恒定空腔膨胀压力[68]。 

4    非理想侵彻条件的空腔膨胀压力计算模型

空腔膨胀模型将弹靶理想化，一般假设为柱形、球形弹体侵彻均质无限厚靶体。随着战斗部搭载平

台的演变、弹体结构设计和防护工程等技术的不断发展，弹靶条件变得复杂，经典空腔膨胀模型适用性

降低，需要针对经典空腔膨胀模型进行改进。空腔膨胀阻力模型在多层复合靶板、间隔靶板、约束靶

体、弹体刻槽和异形截面形状弹体等弹靶条件下的应用问题成为了一个重要的研究方向。 

4.1    简单多层复合靶体的空腔膨胀模型

一维半无限柱形/球形空腔膨胀模型中，空腔径向压力完全取决于材料自身的属性，而实际应用中

会涉及到具有有限几何尺寸的防护结构。研究表明 [69]，有限边界的存在会严重影响防护结构的抗侵

彻能力，将空腔膨胀模型推广到复杂靶体结构，特别是多层复合靶体是侵彻力学研究者近期关注的热点

之一[70]。

Satapathy[71] 分析了陶瓷材料铺覆在半无限金属材料上的抗侵彻阻力特性，假定横向尺寸是无限的，

可以忽略有限的横向边界的影响。针对不同的边界条件，提出了如图 26的 4种不同的响应分区。

σr

4 种响应求解过程类似，在此列举图 26(a) 所示响应区的求解过程，此时陶瓷材料具有 4 个区域：空

腔、粉碎、破裂和弹性，金属基底是弹性的。不同区域的解可以通过空腔膨胀模型求得（    即为空腔表

面径向应力）： 

σr = Y
{

3Y
E

[
1− ha

hc
(1− ν)+ ha

hc

3σf

E
(1− ν)

]}−2α/3

(
hb

hc

)3

=
6K(µm/µ−1)

4µm+3K

[
(ha/hc)2+σf/Y

(ha/hc)2−2σf/Y

]
(

h
ha

)3

=
3Y
E

[
1− ha

hc
(1− ν)+ hc

ha

3σf

E
(1− ν)

] (12)

σf µ µm式中：ha、hb、hc、hd、h 为分区常数，    为屈服极限，    为拉梅常数，    为金属的剪切模量。

Satapathy[71] 的研究表明，对于侵彻体尖端至边界距离大于 15 倍空腔直径的情况，可以忽略有限边

界的影响；当该比值小于 10时，必须考虑边界效应。 
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图 25    抗压强度分别为 20、30、40、48、60、80 MPa混凝土的膨胀压力阈值[66]

Fig. 25    Threshold values of expansion pressures for concrete strength of 20, 30, 40, 48, 60, and 80 MPa[66]
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4.2    给定载荷下任意截面轮廓空腔边界应力分析

在一维空腔膨胀理论方面已有大量的研究成果，但在任意截面轮廓空腔膨胀理论的研究方面却鲜

有报道。任意截面轮廓空腔膨胀理论面临的主要问题是确定将塑性区与弹性区域分开的轮廓（弹塑性

边界），以使应力和位移在整个边界两侧都是连续的函数，一旦弹塑性边界确定，模型就可以简化为纯弹

性区与纯塑性区。

Woo[72] 依据弹塑性动力学理论推导了任意截面形状的柱形空腔膨胀模型，靶体材料分为空腔区、弹

性区和塑性区。通过应力状态判断靶体介质的屈服状态及介质所处的空腔膨胀模型分区位置。利用最

小二乘法拟合与迭代法最终可得到椭圆形空腔膨胀过程中边界径向应力与速度的关系：

σn = A1K +A2ρtv2
n (13)

ρt式中：A1 的值取为 1.422，K 和    分别为靶体材料体积模量和密度，A2 是与椭圆截面弹体横截面尺寸有关

的参数。

任意截面轮廓空腔膨胀模型与传统空腔膨胀模型所求得的弹靶接触面阻力函数形式类似，都表示

为静阻力项和惯性项之和，且惯性项都表示为速度的二次方函数。但不同的是，传统空腔模型中静阻力

项与材料的无围抗压强度有关，而任意截面轮廓空腔模型中静阻力项与材料的体积模量相关。

Woo[72] 结合阻力函数建立了侵彻动力学模型，进一步分析了椭圆长短轴比对侵彻阻力、深度的影响

规律，计算结果如图 27 所示。研究表明，侵彻阻力与长短轴比呈正相关，长短轴比越大，侵彻阻力越大、

侵彻深度越小。 

4.3    椭圆空腔膨胀过程中空腔边界应力分析

随着弹靶侵彻问题研究的不断深入，优化后的弹体形状并不都是传统的圆截面，侵彻过程中靶内所

形成的空腔也并不都是传统的球形和柱形。

为了描述椭圆截面弹体侵彻过程中椭圆孔洞的扩张过程，王文杰等[73] 采用静态柱形空腔膨胀理论，

通过假设靶体材料为理想线弹性材料，计算了椭圆孔口周围的受力状态，模型示意图如图 28所示。

忽略分布在物体体积内的力，例如重力和惯性力等，弹性力学平面问题归结于求解双调和方程：

∇4U = 0 (14)

通过引入复变数，利用保角变换，加上应力边界条件，最终求得复势函数 φ(ξ)和 ψ(ξ)。将求得的 φ(ξ)
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图 26    4种可能的情况下的腔轮廓原理图[71]

Fig. 26    Schematic of cavity profiles for four-different possible scenarios, in ceramic targets backed by semi-infinite metal[71]
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和 ψ(ξ)代入应力函数便可求得椭圆空腔扩张过程中孔周应力分布情况：

φ (ζ) =
−1

2πi (3−4υ)

w f0 (σ)
σ− ζ dσ (15)

3−4υ
2πi

ψ(ξ) =
−1
2πi

w f̄0(σ̄)
σ− ξ dσ− ξ

mξ2+1
ξ2−m

φ′(ξ) (16)

0 ∼ π/2当椭圆空腔受均匀压力向外扩张时，图 29为计算所得椭圆空腔内壁在    上的受力曲线。由图 29
可知，椭圆空腔内壁受均匀压力向外膨胀时，空腔长轴端点处受力最大，而在短轴端点处受力最小。 
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图 27    椭圆长短轴比对侵彻阻力、深度的影响规律[72]

Fig. 27    Influence of ellipse axial ratio on penetration resistance and depth[72]
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图 28    椭圆孔受力状态示意图[73]

Fig. 28    Diagram of stress state of elliptical hole[73]
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图 29    椭圆空腔边界受力状态[73]

Fig. 29    The state of force at the boundary of an elliptic cavity[73]
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4.4    考虑轴向压缩-切向剪切联合作用下的空腔膨胀模型

基于混凝土材料抗压不抗剪的特点，邓佳杰等[4] 提出一种通过头部刻槽实现非对称结构形式的弹

体。该类型弹体在侵彻过程中可改变传统结构弹体侵彻单一压缩破坏混凝土的模式，实现较优的弹体

侵彻毁伤能力。

vc ω

假设在头部非对称刻槽弹体侵彻作用下，混凝土材料中出现柱形空腔，空腔分区示意图如图 30 所

示。此时，柱形空腔面以速度    及旋转角速度    由初始零半径向外径向膨胀，混凝土材料在受径向应力

的同时在各响应区间产生周向旋转作用，材料受力表现为轴向压缩及切向剪切联合作用力，此时柱坐标

下的空腔膨胀过程为二维受力状态。

uθ ur uθ = kur ω vc

ω = kvc Cs C1 C2

假设切向位移    与径向位移    满足线性比例关系，    ，且旋转角速度    与径向速度    同时满足

 。在考虑切向位移的情况下，屈服面半径为    ，常数    、    的表达式为：

C1 =
Y
G

Cs√
12(1+ k2)

, C2 = k
Y
G

Cs√
12(1+ k2)

(17)

结合塑性区的屈服条件，得到考虑剪切效应的靶体空腔膨胀径向应力随空腔膨胀过程中空腔半径

间的关系式：

σr = −
4Y

√
12(1+ k2)

[
−1+ ln

( √
12(1+ k2)G−Y
√

12(1+ k2)G

)
Y
G

]
(18)

k = 0 k , 0 S ∗计算    与    的径向应力值，可得出剪切效应弱化靶体响应力的无量纲因子    ：

S ∗ =
ln

[(√
12(1+ k2)G fc− f 2c /

√
12G4(1+ k2)

)]
−1

√
(1+ k2)

[
ln

((√
12G fc− f 2c

)
/
√

12G4
)
−1

] (19)

fc式中：    为材料的抗压强度。

如图 31 所示，考虑剪切效应的二维空腔膨胀理论及局部相互作用模型的理论计算结果与实验结果

吻合较好。 

4.5    有限/约束靶体的空腔膨胀理论

对于斜侵彻和有限尺寸金属靶侵彻问题，自由边界的影响不可忽略。Littlefield 等[74] 运用实验、近

似解析解和数值模拟相结合的方法对有限直径金属厚靶侧面自由边界的影响进行了探讨，结果表明：自

由边界和靶体直径对侵彻模式和侵彻深度有显著影响，当靶体与弹体直径的比值小于 20 时，靶体的侵

彻阻力急剧降低。

Zhen 等[75-76] 考虑材料可压缩性和自由边界径向位移，改进了现有不可压缩理想弹塑性材料有限空

O vct

wt
wct

wet

cct cet

 

图 30    压剪联合作用下的空腔分区[4]

Fig. 30    Cavity partition under combined action of
compression and shear[4]
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图 31    弹体侵彻深度理论与实验对比[4]

Fig. 31    Comparison of predicted and
experimental DOP data[4]
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r0 =∞ rp/r0 = 1

rc r0 rc/r0

rc/r0 = 0.5 rc/r0 = 0.3 rc

腔膨胀理论，得到了更精确的空腔边界压力理论解。图 32 为弹塑性阶段空腔压力与空腔膨胀速度的关

系。其中，    和    分别代表无线球形空腔膨胀和有限球形空腔膨胀的弹塑性阶段。结果表明，

无限球形空腔膨胀模型比球形空腔膨胀模型的空腔压力高 9.3%～17.2%。图 33 为有限球形空腔膨胀模

型塑性阶段半径大小对空腔压力的影响，    为给定空腔半径，    为球体半径。结果表明，随着    的增

加，空腔压力减小；    情况下的空腔压力比    时低 39.6%～37.5%，对于给定的空腔半径    ，

球体的初始半径越小，空腔压力越小。

混凝土三向受压状态下的极限强度和极限应变比单轴抗压高很多。采用结构措施改善应力状态是

提高普通混凝土抗侵彻性能的重要方法，对混凝土施加约束是提高混凝土抗侵彻性能的新途径[68, 77-79]。

曹扬悦也[80] 基于粉碎区的 Hoek-Brown 准则，建立了约束混凝土准静态柱形和球形空腔膨胀模型，

得到了各响应模式的空腔边界压力及模式转化条件。研究表明，约束混凝土的准静态扩孔过程可分为

4 个阶段，即无限介质空腔膨胀阶段、弹性-裂纹-粉碎响应阶段、裂纹-粉碎响应阶段和完全粉碎阶段。

各阶段粉碎区混凝土均处于三向受压状态，扩孔压力随空腔半径增大而增大，进入完全粉碎阶段后增

长迅速，且柱腔模型增幅更显著。图 34为柱形/球形空腔膨胀模型下约束强度对空腔边界压力的影响规律。

Meng 等[68] 研究了钢管约束的混凝土（STC）目标，基于改进的 Griffith 强度准则，提出了具有径向弹

性限制的约束空腔膨胀模型，计算结果如图 35 所示。研究结果表明，约束混凝土中的空腔膨胀模型与
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图 32    球形空腔压力-空腔膨胀速度[76]

Fig. 32    Spherical cavity pressure-cavity
expansion velocity diagram[76]
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图 33    有限球形空腔压力-空腔膨胀速度[75-76]

Fig. 33    Pressure-cavity expansion velocity diagram
of a finite spherical cavity[75-76]
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(a) Cylindrical cavity expansion model (b) Spherical cavity expansion model

图 34    柱形/球形空腔膨胀模型下约束强度对空腔边界压力的影响规律[80]

Fig. 34    Effect of confinement strength on boundary pressure of cylindrical/spherical cavity expansion model[80]
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半无限材料中的空腔膨胀模型不同，由于径向的弹性位移受到限制，因此在给定膨胀速度下其空腔边界

应力值不是恒定的。

综上所述，通过合理简化问题，针对任意空腔截面、压剪耦合、有限/约束边界等复杂弹靶条件，通过

空腔膨胀模型可以得出问题的近似解。但模型不能反映侵彻问题的全部物理过程，也只适用于解决一

定范围内的侵彻问题，且求解过程繁琐，因此在适用性和可靠性方面受到限制。 

5    空腔膨胀阻力模型在典型侵彻问题中的应用

有关空腔膨胀模型的应用，一方面是通过求解空腔膨胀模型，给出弹体侵彻阻力的解析表达式，然

后根据运动学原理建立弹体运动方程，根据边界条件和初始条件求解运动方程，得出侵彻过程中力、速

度、位移随时间变化的函数；另一方面利用空腔膨胀模型结果替代弹头受到的法向压力，并与有限元法

相结合进行数值模拟，可以大幅减少有限元法的计算时间。 

5.1    基于空腔膨胀模型阻力函数的高速侵彻流体动力学模型

在高速侵彻过程中，由于弹、靶界面的压力远大于其材料的屈服强度，弹体头部进入流体侵彻状态，

其侵彻过程可以用流体动力学方法近似描述。Tate[81-82] 提出考虑弹、靶强度的修正伯努利方程来描述侵

蚀弹体侵彻过程，其弹、靶界面平衡方程为：

1
2
ρp(v−u)2+Yp =

1
2
ρtu2+Rt (20)

式中：v 为弹体尾部速度，u 为弹体侵彻速度，Yp 为弹体强度表征项，Rt 为靶体强度表征项，ρp 为弹体密

度，ρt 为靶体密度。

Rt = −σr

Rt 值接近于靶体内空腔扩展速度稳定时的

空腔边界上的径向应力值，即    ，部分学者

基于空腔膨胀模型给出了 Rt 值的确定方法。图 36
为流体侵彻示意图。

Forrestal 等[83] 确定了从零初始半径打开球

形空腔所需的准静态压力，在 Forrestal 的基础

上，Anderson 等 [84] 根据无限介质中圆柱空腔膨

胀的方法给出了 Rt 的计算方法； Godwin 等[85] 基

于任意假定的二维流动模式的分析模型定性地给出了 R t 的值；Galanov 等 [86-87] 采用动态强度代替

Satapathy[71] 提出的模型中的静态强度，给出了脆性材料的两段式 Rt 计算公式；Lan 等[88] 对界面粒子速度
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图 35    不同约束程度下径向应力与空腔速度的关系[68]

Fig. 35    The transmutation discipline of radial stress at cavity wall[68]
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图 36    流体侵彻示意图

Fig. 36    Schematic diagram of fluid penetration
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和压力分布以及目标中的响应区域进行了假设，给出的 Rt 取决于弹体侵彻速度以及目标材料在高温下

的力学性能。Rubin 等[89] 通过空腔膨胀理论研究靶板中弹塑性边界位置的极限值，并引入一个经验常数

来表征这些极限值之间的过渡，给出了 Rt 的显示表达式；表 2列举了几种典型的 Rt 表达式。 

5.2    高速动能弹体侵彻动力学模型

针对刚体侵彻问题已开展了较多的研究工作[65-66, 91-100]，已获得了较为丰富的理论成果。其主要思想

是结合已知的靶体阻力，将弹体头部表面离散化，计算每个微元上的受力，通过曲面积分的方法，最终获

得弹体轴向方向的阻力，联立弹体运动方程建立侵彻理论模型。

ϕ = s/D

Forrestal 等[10] 假设空腔膨胀径向应力等于弹体表面受力，结合弹体运动方程，得出了弹体侵彻动力

学模型。对于如图 37所示的任意尖卵形弹体，其头部曲径比    ，则轴向受力可以表示为：

Fz = 2πs2
w π

2

θ0

{[
sinϕ−

(
2s−D

2s

)]
(cosϕ+µsinϕ)

}
σn (vz,ϕ)dϕ (21)

µ σn式中：D 为弹体直径，s 为曲率半径，    为摩擦因数，    为弹体表面受力。

通过空腔膨胀求解的径向应力等效为弹体头部受力，弹体轴向受力可以简化为如下所示的与速度

相关的函数：

Fz = αs+βsv2
z (22)

αs βs式中：    为靶板阻力中静阻力项，    为惯性项。

Rt表 2    不同   的表达式

Table 2    Different values of Rt

来源 Rt表达式 备注

Bishop[1] Rt =
σy√

3

1+ ln
 √

3E
(5−4v)σy

  σy   为靶体屈服强度

Rubin[89] Rt = ln
(
4ς2

)
Yp − ft − (2/3+ ln4)σy  σyYp为弹体屈服强度，   为靶体屈服强度， ft为与靶体材料相关的常数

Godwin[85] Rt =
(
2 + 2

√
1 - Yp/Yt

)
σy  σyYp为弹体屈服强度，   为靶体屈服强度

A-W模型[84] Rt =
7
3

ln(αk)σt  αk   为与靶体材料相关的常数

S-W-Z-S模型[90] Rt =
2
3
σy

(
1+ ln

2E
3σy

)
+

2
27
π2E  σy   为靶体屈服强度，E为弹性模量

L-W模型[88]

Rt =S +Cρt

UF0 exp

−( u−UF0

nUF0

)22

−

1
2
ρt

u−UF0 exp

−( u−UF0

nUF0

)22
  UF0 =

√
YH/ρt   ，S为靶体静态阻力，YH为材料动态屈服强度

 

y
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图 37    弹体结构示意图

Fig. 37    Schematic diagram of missile body structure
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结合式 (22)与牛顿第二定律，弹体运动方程可以表示为：
m
dvz

dt
= − (

αs+βsv2
z
)

P =
m

2βs
ln

(
1+

βsv2
0

αs

) (23)

v (t = 0) = v0通过给定弹体初始速度    ，积分式 (23) 可以得出弹体加速度 a、速度 v 变化情况以及最终

侵彻深度 P。
表 3中列举了其他几种常见的采用空腔膨胀模型推导的侵彻深度 P 的预测公式。 

5.3    基于空腔膨胀模型阻力函数的弹靶分离法

弹靶分离方法的基本思想是将侵彻过程中

靶体的响应简化为与瞬时速度相关的函数，即靶

体响应力函数。在数值模拟过程中，用靶体响应

力函数代替靶体对弹体的作用，从而省略靶体网

格划分及其变形过程中产生的网格畸变，同时无

需考虑复杂的弹靶接触问题，从而缩短运算时

间[90-91]，其作用原理图如图 38所示。

Warren[91] 将基于动态球形空腔膨胀理论得

到的阻力函数嵌入到有限元程序 PRONTO3D
中，并且加入自由面效应函数进行修正，模拟弹

体斜侵彻靶体，其计算结果如图 39 所示。研究表明，通过计算得到弹体侵彻过程中的变形和实验结果

较为符合，验证了弹靶分离方法的可靠性。

何涛等[5] 基于Warren的处理方法系统地给出了预测动能弹侵彻和贯穿不同靶板的方法。王松川[102]

基于弹靶分离的思想，考虑自由面效应和弹靶分离再接触效应的影响，采用 Fortran 语言编写斜侵彻弹道

计算程序，对刚性弹斜侵彻半无限石灰石靶和 6061-T6511 铝靶等问题进行了计算研究，图 40 为弹体以

表 3    侵彻深度理论预测公式

Table 3    Theory prediction formula of penetration depth

来源 侵彻深度预测公式

Frew等[101]

P
(L+2a/3)

=
1
C

(
ρp

ρ0

)ln

1+ 2B
3A

(√
ρ0

Y
v
)
+

C
2A

(√
ρ0

Y
v
)2 +

4B
√

18AC−4B2

arctan
2B

√
18AC−4B2

− arctan

 3C
√
ρ0/Yv+2B

√
18AC−4B2




 

Warren[91] P =
m

2π a2ρ0N
ln

(
1+

Nρ0v2

R

)
+4a 

Wen[92] P =



(√
4ψ−1−2ψcosψ

)
a P≤LN

P
L+8ψ3ηa

=

(
ρp

ρt

)
ρtv2

σe

1

2
[
1+β

√
ρt
σe

v
] + ( √

4ψ−1−8ψ3η
)
a

L+8ψ3ηa
P＞LN

 

Teland等[96] P =
2
π

M
N

ln


[
1− π

4
R2

M
X1

]
v2

0

S
+

M
N
− π

4
R2

M
X1

M
N
+
π
4

X1

 + X1 

Kong等[17]

P
leff
=

ρp

2N2Cρ0
ln

 A fcN0 +N1B
√
ρ0 fcv+N2Cρ0v2

A fcN0

+ ρpN1B
√
ρ0 fc

N2Cρ0

√
ρ0 fc

(
4ACN0N2 −N2

1 B2
)×

arctan

 N1B
√
ρ0 fc√

ρ0 fc
(
4ACN0N2 −N2

1 B2
)
− arctan

 N1B
√
ρ0 fc +2N2Cρ0v√

ρ0 fc
(
4ACN0N2 −N2

1 B2
)

+ kd

leff

 

　注：表中参数与上文一致，A、B、C、N1、N2、k、d、M、leff等为与材料或弹体结构相关的常数。

4

3

1

2 p2

p3

p4

p1

 

图 38    弹体表面单元受力定义

Fig. 38    Definition of force on surface element of projectile body
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45°入射角侵彻铝靶实验与仿真结果对比图。研

究结果表明，采用靶体响应力函数的方法只适用

于弹体以小碰撞角侵彻的情况，弹体速度较低时

的计算结果与实际情况相差很大。

康海峰等 [103] 基于弹靶分离的思想，根据空

腔膨胀理论计算弹体侵彻阻力，考虑自由面效

应，进而对弹体进行受力分析，再根据刚体运动

学理论，推导弹体侵彻运动微分方程，建立动能

侵彻弹非正侵彻混凝土介质的动力学分析模型，

可以快速计算弹体侵彻轨迹。闪雨等[104] 基于空

腔膨胀理论、改进的自由面效应模型及弹靶分离

再接触效应建立了刚性/侵蚀弹体非正侵彻贯穿

混凝土弹道轨迹预测方法，研究了弹靶结构参数

及弹体着靶姿态对侵彻弹道的影响规律，计算结

果如图 41 所示。研究表明，计算非正侵彻弹道

时，需考虑自由面效应及弹靶分离再接触效应；

对于混凝土靶，采用改进的自由面模型可有效预

估弹体的侵彻弹道。

综上所述，在高速/超高速侵彻方面，通过与空腔膨胀理论相结合，A-T 模型及改进的 A-T 模型发展

迅速，但仍然存在诸如采用静态空腔膨胀得到的常数 Rt 与实验数据反向拟合和数值模拟计算所得结论

相悖，大部分改进模型或不具备预测能力或存在大量经验性参数或太过复杂不便工程应用等缺点；在刚

性侵彻方面，利用靶体响应力函数，可以通过侵彻动力学模型或弹靶分离的方法，快速获得弹体终点参

数，但计算精度取决于靶体响应力函数，且在较高速度下，计算误差逐渐增大。 

6    总结与展望

近年来，空腔膨胀理论研究一方面集中在对材料本构方程、初始边界条件的修正，在侧向约束、有

限边界、含钢筋或骨料混凝土等方面取得较大进展；另一方面，研究者们通过数值模拟的方法避开繁琐

的理论求解，加深了对模型中各参数间的理解。空腔膨胀模型作为侵彻问题理论分析的主要基础理论

The deformation of
projectile after test

The deformation of projectile
in numerical simulation

 

图 39    尖卵形弹体以 459 m/s的速度侵彻石灰石的

实验结果与数值模拟结果对比[91]

Fig. 39    Comparison between the experimental and numerical
simulation results of projectile penetrating

limestone at the speed of 459 m/s[91]
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图 40    弹体以 45°碰撞角斜侵彻金属铝靶的仿真

与试验结果对比图[102]

Fig. 40    Comparison of simulation and test results of oblique
penetration of projectile into metal aluminum

target at 45° impact angle[102]
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图 41    自由面模型、弹靶分离模型对侵彻

弹道的影响[104]

Fig. 41    Influence of free surface model and
projectile separation model on
penetration trajectory[104]
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之一，其考虑因素全面、适用情况广泛、便于工程应用等特点，为厘清高速侵彻问题提供了有力支撑。

通过对相关文献查阅、整理与分析，得到的主要结论与建议如下。

（1）空腔膨胀理论准确性依赖于模型假设与材料特性，但真实、全面反映材料的屈服准则与状态方

程复杂度增加了模型的求解难度。目前的研究对材料特性进行了大量简化，针对复杂材料 (多孔、复合

材料等)、复杂本构 (应变梯度、各向异性等)的空腔膨胀理论研究亟待开展。

（2）理想弹靶条件下空腔膨胀模型预测结果与实验结果吻合较好，但在实际应用中，弹靶条件更加

恶劣，弹体着靶存在着角、攻角，靶体存在自由面效应、侧向约束、随机骨料等，解决多层复合靶板、间隔

靶板、弹体旋转、弹体头部刻槽等复杂情况下的空腔膨胀模型仍是一个巨大挑战；结合弹靶边界条件，

发展可描述复杂化作用条件空腔膨胀阻力模型和弹体侵彻动力学计算方法，是下一步工作的重点。

（3）绝大多数空腔膨胀理论研究工作将模型简化为球/柱对称。而随着高超声速武器、星载高速动

能武器的发展，适应于上述武器平台的异构型弹体的侵彻行为将成为热点问题之一[73, 105]。对于任意截

面空腔膨胀问题，使用保角变换[106-107]、傅里叶变换[72]、最小二乘拟合等数学方法可以简化椭圆积分、降

低微分方程组的求解难度。如何结合异构型弹体结构特点及新的数学方法，发展可描述任意截面形状

的空腔膨胀模型，将是未来发展的重要方向之一。

（4）空腔膨胀理论早期应用在刚体侵彻阶段，后来扩展到高速和超高速阶段。正如 Rubin[24, 52]、
Rosenberg 等[22-23] 指出，空腔膨胀理论的基础假设具有局限性，存在稳态流场与假设不一致、高速情况下

无法预测“空化”现象等。研究者需要重新审视空腔膨胀理论假设，着眼于求解思路、方法上的进步，

不局限在对材料本构上的小修小补，扩大与增加模型的适用性与准确度。
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