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基于 Ottosen 屈服条件的不同强度混凝土
空腔膨胀模型及侵彻机理*
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摘要： 针对毁伤与防护领域对深层超硬目标理论研究及工程应用的迫切需求，引入改进的 Ottosen屈服条件，对

混凝土空腔膨胀过程中的响应分区和边界条件进行优化，求解空腔膨胀的全过程，分析不同强度混凝土响应分区的变

化规律；根据空腔边界应力和空腔膨胀速度的关系，建立了弹体侵彻深度计算模型，对弹体侵彻不同强度混凝土工况

进行了对比计算，并深入分析了靶体强度对侵彻深度影响的机理。通过与实验数据进行对比发现，改进的空腔膨胀理

论对于普通混凝土和高强混凝土均有很好的适用性，可准确计算径向应力与空腔边界速度关系以及侵彻深度。研究

结果显示，高强混凝土的弹塑性开裂区范围更大，密实区范围更小，表明了高强混凝土脆性大，材质密实的特点，引入

塑性开裂区可以更好地反应侵彻过程中高强混凝土压实时对应速度更高的现象；随着混凝土强度的提高，其屈服包络

面变化越来越小，因此混凝土的空腔边界应力增大但变化程度越来越小，导致弹体侵彻深度随速度增加的增量变小。
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Cavity expansion model and penetration mechanism of concrete with
different strengths based on the Ottosen yield condition
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Abstract:  Aiming at the urgent demand for theoretical research and engineering application of deep super hard targets in the

field of damage and protection, the response zone and boundary conditions during the cavity expansding process are optimized

in this paper based on the improved Ottosen yield condition. The entire process of cavity expansion is solved, the changes in

the  response  zone  of  concrete  with  different  strengths  are  analyzed.  According  to  the  relationship  between  cavity  boundary

stress  and  cavity  expansion  velocity,  a  calculation  model  of  projectile  penetration  depth  is  established,  and  the  penetration

depth of projectile penetration into concrete with different strengths are calculated. The mechanism of the influence of target

strength  on  penetration  depth  is  also  analyzed.  The  results  show  that  the  elastic  and  plastic  cracking  zone  of  high-strength

concrete is larger and the compacted zone is smaller, indicating that high-strength concrete is more brittle and compact. And

the addition of plastic cracking zone can better reflect the phenomenon of concrete with different strengths in penetration. By

comparing  with  the  experimental  data,  it  can  be  seen  that  the  cavity  expansion  theory  established  in  this  paper  has  good

applicability  for  normal  concrete  and  high-strength  concrete.  The  relationship  between  radial  stress  and  cavity  boundary
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velocity and the penetration depth also can be accurately calculated by this theory. With the increase of concrete strength, the

difference in the cavity boundary stress of the concrete becomes smaller, resulting in a smaller increase in the penetration depth

of the projectile as the velocity increases, and the penetration depth of the projectile decreases and gradually tends to a certain

value at the same speed.

Keywords:  Ottosen yield condition; cavity expansion theory; high-strength concrete; depth of penetration

弹体侵彻混凝土、岩石类材料一直是毁伤与防护领域研究的热点，已有众多经验公式和理论模型来

对侵彻现象进行描述。空腔膨胀理论是分析侵彻问题最成熟的理论之一，其假设无限介质受力膨胀产

生空腔，通过计算求解获得空腔边界应力与膨胀速度关系，以此来模拟弹体侵彻半无限靶体，对侵彻过

程进行计算和分析。该方法具有很好的准确性，适用性较广，具有实际的工程应用需求和重要的科研学

术价值。

空腔膨胀理论需要结合屈服条件和各响应分区特性进行求解，因此精确选择屈服条件以及合理划

分响应分区至关重要。在早期的研究中，采用的屈服条件较为简单，如：Forrestal 等[1-2] 将 Mohr-Coulomb
屈服条件与 Tresca 屈服条件相结合，考虑了混凝土在高静水压下的响应；黄民荣等[3-4] 和 Zhang 等[5] 使用

了可以解释微裂纹发展的 Griffith 屈服条件；曹扬悦也等[6]、詹昊雯等[7] 和 Xu 等[8] 采用了考虑围压影响

的 Hoek-Brown 屈服条件；Feng 等[9] 考虑材料脆性行为采用了加帽盖的 Drucker-Prager 屈服条件。在对

响应分区的研究中，Forrestal等[1-2] 在早期将混凝土的空腔膨胀过程分为弹性-塑性两部分，Satapathy[10] 进
一步将塑性区分为开裂区和粉碎区，李志康等[11-12] 和王一楠[13] 基于 HJC 模型的静水压-体积应变关系细

化了粉碎区，何涛等[14-15] 和张欣欣等[16] 考虑混凝土的扩容现象引入了扩容分区。

目前对于空腔膨胀理论的研究已经可以很好地解释空腔的发展变化过程，获得空腔边界应力和膨

胀速度的关系，进而实现对弹体侵彻混凝土全过程的分析。但现在的研究中依然存在两点不足之处：

(1) 理论中采用的屈服条件过于简单，描述的屈服包络面与混凝土实际屈服包络面有较大差别，尤其很难

描述混凝土在侵彻过程中处于复杂围压应力状态时的屈服；(2) 对响应分区中涉及到混凝土屈服的边界

条件应用不恰当，如很多工作中认为开裂区的边界条件为轴向应力达到峰值应力，然而当达到该应力状

态时混凝土已经屈服进入塑性状态，与开裂区为单轴弹性状态的假设矛盾。这些不足之处会对计算结

果的精确程度造成影响，且混凝土强度变化时不能很好反映其响应分区和弹体侵彻深度的变化规律。

很多学者已经开展了大量弹体侵彻不同强度混凝土靶的实验，发现随着靶体强度增加侵彻深度变化越

来越小的现象，但目前理论研究一直停留在对弹体侵彻深度的计算上，对于靶体强度对侵彻深度影响的

机理一直缺乏深入研究。

本文基于改进的 Ottosen 屈服条件[17]，对空腔膨胀过程中的响应分区和边界条件进行改进和优化，

探索不同强度混凝土各响应分区的发展变化规律以及空腔边界应力和膨胀速度的关系，并将其应用到

不同实验的侵彻深度计算中，验证理论的准确性和适用性，总结分析侵彻深度变化规律，并与结合屈服

条件理论，进一步深入分析混凝土强度变化对侵彻深度影响的机理。 

1    基本公式与响应分区
 

1.1    屈服条件

在空腔膨胀理论的推导中，随着应力不断增大，需要通过屈服条件判断当前应力状态下的混凝土是

否达到屈服，并在塑性区结合屈服条件和状态方程进行求解。因此屈服条件对于整个空腔膨胀理论分

析求解过程具有重要影响。在早期工作中，采用如 Mohr-Coulomb、Tressca 和 Drucker-Prager 等较简单的

屈服条件，不能很好地描述空腔膨胀过程中复杂变化应力状态下的屈服，如图 1 所示。Ottosen 屈服条件

的屈服包络面为光滑外凸的抛物曲面，完全符合混凝土屈服包络面的几何特性 [18-19]。文献 [17] 对
Ottosen 屈服条件进行了改进，对各种应力状态下不同强度的混凝土均有很好的准确性和适用性。因此

本文采用改进的 Ottosen屈服条件来描述空腔膨胀过程中混凝土的屈服：
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式中：    为混凝土抗压强度，    为偏应力第二不变量，    为应力第一不变量，    为混凝土拉压比，    为偏平

面形状参数，    为偏平面方位角，    、    、    和    根据实验数据计算的待定参数，    为硬化参数，    为软化参

数，    和    为初始硬化参数和初始软化参数，    为塑性体积应变，    为硬化软化分界塑性体积应变[17,20-21]，

 为帽盖模型参数，其中    为过渡应力第一不变量，    为最大应力第一不变量[17,22]。 

1.2    状态方程

在对混凝土试件进行单轴、双轴和三轴压实验时，会产生静水压下的压缩体积应变与微裂纹扩展引

起的塑性膨胀体积应变  [23-25]。而在弹体以较低的速度侵彻混凝土的过程中，由于弹靶接触面压力较小、

应变速率较低，会产生侧向应变，产生扩容现象；随着侵彻速度增大，弹靶接触面压力增大、应变速率增

加，侧向应变减小，扩容状态消失，转为压缩状态[26-27]。因此空腔膨胀理论要针对膨胀速度从低速到高速

各阶段的特点，综合考虑混凝土的扩容和压缩特性。本文同样采用 Zhang 等[5]、He 等[15] 和张欣欣等[16]

在空腔膨胀理论不同分区的求解中采用的 Dilatant-Kinematic状态方程：
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式中：    为质点速度；    为径向坐标；    为体积系数，用来确定材料体积状态，当    时，材料处于压缩状

态，当    时，材料处于不可压缩状态，当    时，材料处于扩容状态。本文在空腔膨胀理论求解中采

用 Dilatant-Kinematic状态方程。 

1.3    响应分区

针对混凝土扩容现象，Zhang 等[5] 和张欣欣等[16] 在空腔膨胀过程中引入了扩容区，整个响应分区可

以分为弹性区-开裂区-扩容区-密实区，如图 2(a) 所示。其中弹性区和开裂区处于弹性状态，扩容区和密

实区处于塑性状态，开裂区和扩容区的边界条件为径向应力达到混凝土单轴抗压强度。但扩容的定义
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(a) Mohr-Coulomb yield condition
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图 1    不同屈服条件偏平面形状

Fig. 1    Partial plane shapes with different yield conditions
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为体积由压缩变为膨胀，因此通过径向应力定义并不妥当。并且，当径向应力达到抗压强度时混凝土已

进入塑性状态，因而不能将整个开裂区定义为弹性状态。本文将开裂区分为弹性开裂区和塑性开裂区，

两者之间边界条件为径向应力达到屈服应力，该应力可由改进的 Ottosen 屈服条件计算。并且塑性开裂

区与扩容区边界条件为体积由压缩变为膨胀对应的径向应力，亦可通过改进的 Ottosen 屈服条件计算。

扩容区与密实区边界为屈服条件出现帽盖，可根据帽盖模型定义求得。重新定义的分区如图 2(b) 所示。

在获得各响应分区特点后，可根据球坐标下的质量守恒方程、动量守恒方程和 Hugoniot 间断条件

求解：
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ρ σr σθ cn式中：    为材料密度，r 为径向坐标，    为径向应力，    为周向应力，    为界面速度，“−”下标表示当前分

区参数，“+”下标表示要求解下一分区的参数。 

2    动态球形空腔膨胀理论响应分区分析
 

2.1    弹性区

弹性区的混凝土可采用 Hooke 定律描述其应力应变关系。采用岩土力学描述方式，即压应力为正，

拉应力为负，在球坐标下径向应力和周向应力的表达式：
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E ν u式中：    为杨氏模量，    为泊松比，    为径向位移。

因为混凝土弹性变形很小，因此忽略动量守恒方程（式 (7)）中的质点速度，将式 (9)～(10) 代入

式 (7)可得：

∂2u
∂r2
+

2
r
∂u
∂r
− 2u

r2
=

1
c2

d

∂2u
∂t2

(11)

cd式中：    为混凝土弹性波速度，
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图 2    空腔膨胀理论响应分区

Fig. 2    Response zone of cavity expansion theory
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cd =

 
E (1− ν)
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ρ0式中：    为混凝土密度。

ξ1 = r/ (c1t) , ū1 = u/ (c1t)记 c1 为弹性区与弹性开裂区的界面传播速度，通过引入相似变换    ，则式 (11)
可以转换为常微分方程：
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α = c1/cd式中：    。Forrestal等[2] 给出了该常微分方程的通解：
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式中：待定系数    和    需要根据边界条件求解。弹性区外侧边界质点位移为 0，内侧边界周向应力为混凝

土抗拉强度    ，内外侧边界条件可表示为：

ū1
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弹性区内测边界的径向应力为：
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2.2    弹性开裂区

混凝土材料的抗拉强度要远低于抗压强度，且抗压强度越高拉压比越小。在周向拉应力作用下混

凝土会产生裂纹，导致周向应力变为零，形成开裂区。此时径向应力未达到屈服应力，因而此时开裂区

均处于单轴弹性状态。则径向应力表达式可表示为：

σr = −E
∂u
∂r

(19)

动量方程（式 (7)）可简化为：

∂σr

∂r
+

2σr

r
= −ρ0

∂2u
∂t2

(20)

c2 ξ2 = r/ (c2t)，ū2 = u/ (c2t)记   为弹性开裂区与塑性开裂区的界面传播速度，通过引入相似变换   ，将式 (19)
代入式 (20)可得：

d2ū2

dξ22 +
2
ξ2

dū2

dξ2
= β2ξ2

2 d2ū2

dξ22 (21)

β = c2/cp cp =
√

E/ρ0式中：    ，其中    。式 (21)的通解为：

ū2 =C−D
1+β2ξ2

2

ξ2
1≤ξ2≤γ (22)

γ = c1/c2 C D

σy

式中：    

[10]，    和    需要根据边界条件求解。弹性开裂区在外侧界面处有位移连续条件，在内测边

界径向应力达到屈服应力    ，即：

ū2 (ξ2 = γ) = γū1 (ξ1 = 1) (23)
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σr (ξ2 = 1) = −E
dū2

dξ2
= σy (24)

C D最终得到    和    的表达式为：

D =
σy

E (β2−1)
, C = γ

ï
Aα+

3
2

A
Å

1
3α2
−1
ãò
+D

1+β2γ2

γ
(25)

将弹性区与弹性开裂区两侧的物理量代入 Hugoniot间断条件（式 (8)）可得：

γ2 =

Å
αcd

βcp

ã2

=
σY

[
1− (βγ)2]

σ1−ρ0η1

Å
c1− v1

1−η1

ã2

ñ
1− ρ0 (1−2ν)

E

Å
c1− v1

1−η1

ã2
ô
+ (βγ)2 (26)

σ1 v1 η1 ξ1 = 1 c1

c2 c1 c2 c1 γ

γ

式中：    、    和    分别为弹性区内测边界（即    ）的径向应力、质点速度和体积应变。该式表明，当  

确定后，    也随之确定。在计算中随着    的增加，    的值会追赶上    ，    的值趋近于 1，此时弹性开裂区会

消失，弹性区内侧边界条件也会发生变化。因此    可视为弹性开裂区存在与否的判断条件，其值的大小

可以反应弹性开裂区的范围。 

2.3    塑性开裂区

v (c2t, t) = v3

当混凝土的径向应力达到屈服应力后，混凝土进入塑性状态，屈服应力可由改进的 Ottosen 屈服条

件计算。此时混凝土处于塑性单轴压缩状态，Hooke 定律已经不适用，因此采用 Dilatant-Kinematic 方程

（式 (5)）描述。对式 (5)进行积分，并采用边界条件式    ，可得：

v = v3

(c2t
r

)m1

(27)

v3 m1

m1 > 2 m1

式中：    为塑性开裂区外侧边界的质点速度；    为塑性开裂区的体积系数，此时塑性开裂区为压缩状态，

因此    ，根据文献 [14-16]，    取为 2.2。
将式 (27)代入质量守恒方程（式 (6)）中得到：

ρ (2−m1)v3(c2t)m1
1

rm1+1
= −
Å
∂ρ

∂t
+ v
∂ρ

∂r

ã
(28)

c3 ξ3 = r/ (c3t) , δ = c2/c3记    为塑性开裂区和扩容区的界面传播速度，并引入相似变换    ，可得：

ρ = ρc

Å
− N1

ξ3
m1+1 +1

ã M1

N1(1+m1)
(29)

M1 = [(2−m1) · v3 ·δm1 ]/c3 N1 = v3δ
m1/c3 ρc式中：    ，    ，    为积分常数。

由式 (27)可得：

∂v
∂t
= v3m1

c2
m1 tm1−1

rm1
(30)

σθ = 0在动量守恒方程（式 (7)）中，令周向应力    ，可得：

∂σr

∂r
+

2σr

r
= −ρ

Å
∂v
∂t
+ v
∂v
∂r

ã
(31)

S 3 = σr/ fc将式 (27)、式 (29)～(30)代入式 (31)，并取    ，可得：

dS 3

dξ3
=

−ρc

Å
− N1

ξ3
m1+1 +1

ã M1

N1(1+m1)

fc

ï
v3m1

Å
δ

ξ3

ãm1

c3− v3
2m1

δ2m1

ξ3
2m1+1

ò
− 2S 3

ξ3
(32)

[1, δ] c3

c3 c2

进而采用 Runge-Kutta法对式 (32)在区间   内进行求解，得到该区域的径向应力。由于   的值未知，

因此需要对其取值进行试算，并根据塑性开裂区内侧边界条件进行判断。塑性开裂区进入扩容区体积

由压缩变为膨胀，所以其内侧边界条件为体积应变由负变为正时对应的径向应力，可由改进的 Ottosen
屈服条件计算得出。计算中    的值会赶上    ，此时塑性开裂区会消失，扩容区的边界条件会发生变化。 
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2.4    扩容区

m2

m2＜2 m2 c4

ξ4 = r/ (c4t) ς = c3/c4 S 4 = σr/ fc

在扩容区，由于混凝土体积由压缩变为膨胀，会受到围压作用，因此处于三轴塑性状态。同塑性开

裂区求解方法，同样采用 Dilatant-Kinematic 方程（式 (5)）。定义扩容区体积系数为    ，因为扩容区为膨

胀状态，因此    ，根据文献 [14-16]，    取为 1.8。记    为扩容区和密实区（若密实区不存在则为空腔）

的界面传播速度，引入相似变换    ，    ，    。将改进的 Ottosen 屈服条件代入动量

守恒方程（式 (7)）中，可得：

dS4

dξ4
=
−ρc

(
−N2/ξ4

m2+1+1
) M2

N2(1+m2)

fc

ï
v4m2

Å
ς

ξ4

ãm2

c4− v2
4m2

ς2m2

ξ4
2m2+1

ò
−

fc

ξ4

ï
(2b+

√
3λ)/a−

√Ä
(2b+

√
3λ)/a

ä2
+12/a−12bS 4/a

ò
fc

(33)

M2 = (2−m2)v4(ξ4 = ς)ςm2/c4 N2 = ς
m2 v4(ξ4 = ς)/c4 v4(ξ4 = ς)式中：    ，    ，    为扩容区外侧边界的质点速度。

[1, ς]

c4

v4

进而采用 Runge-Kutta 法对常微分方程（式 (33)）在区间    内进行求解，得到该区域的径向应力。

同样由于    的值未知，因此需要对其取值进行试算。扩容区内侧边界条件存在两种情况，即扩容区内是

空腔或扩容区内存在密实区。由式 (27)可得质点速度    在扩容区内侧的表达式：

v4 (ξ4 = 1) = v4 (ξ4 = ς)ςm2 (34)

v4 (ξ4 = 1)/c4 = 1当内侧边界条件为边界质点速度等于空腔膨胀速度，即    时，扩容区内侧是空腔。求

解得到扩容区内侧边界径向应力后，可通过改进的 Ottosen 屈服条件得到周向应力，应力状态的无量纲

应力第一不变量为：

I1 = S 4+2


Ã
−3b

a
S 4+

3
a
+

Ç
2b+

√
3λ

2a

å2

− 2b+
√

3λ
2a

+S 4

 (35)

当 I1 满足改进的 Ottosen屈服条件的帽盖模型时，如式 (4)，扩容区内侧存在密实区。 

2.5    密实区

IM
1

m3

m3 > 2 m3 c5

ξ5 = r/ (c5t) , ζ = c4/c5,S 5 = σr/ fc M3 = (2−m3)v5(ξ5 = ζ)ζm3/c5 N3 = ζ
m3 v5(ξ5 = ζ)/c5 v5(ξ5 = ζ)

当无量纲应力第一不变量的值超过    时，扩容区内部存在密实区。密实区同样采用 Dilatant-

Kinematic方程和改进的 Ottosen屈服条件进行描述，并且推导过程类似扩容区。记密实区的体积系数为   ，

因为密实区为压缩状态，因此    ，根据文献 [14-16]，    取为 2.2。记    为空腔的界面传播速度，引入如

下相似变换   。令   ，   ， 

为密实区外侧边界的质点速度。将改进的 Ottosen屈服条件代入动量守恒方程（式 (7)）中，可得：

dS5

dξ5
=

−ρc

Å
− N3

ξ5
m3+1 +1

ã M3

N3(1+m3)

fc

ï
v5m3

Å
ζ

ξ5

ãm3

c5− v2
5m3

ζ2m3

ξ5
2m3+1

ò
−

fc

ξ5

2b+
√

3λ
a

−

√Ç
2b+

√
3λ

a

å2

+
12
a
− 12bS 5

a


fc

(36)

c5

(ξ5 = 1)

v5 (1) c5

采用 Runge-Kutta 法对式 (36) 在区间 [1, ζ] 内进行求解，得到该区域的径向应力。由于    的值未知，

因此需要对其取值进行试算。每次试算后，用密实区内侧边界    的边界条件进行判断。由于没有

后续区域出现，密实区内侧边界的质点速度    等于空腔膨胀速度    ，所以边界条件为：

v5 (ξ5 = 1)
c5

= 1 (37)

    第 43 卷 张雪岩，等： 基于Ottosen屈服条件的不同强度混凝土空腔膨胀模型及侵彻机理 第 9 期    

091403-7



至此就沿动态球形空腔膨胀响应分区从外向内的顺序完成了所有响应区的分析与推导求解。 

3    响应分区与侵彻深度的计算与分析
 

3.1    响应分区的计算与分析

c1 c2 c3 V

V

c4 V c3 c2

c2 c1 c1 c1 c2

c2 c3 c3 c4 c4

通过计算得到了混凝土空腔膨胀过程中各响应区界面传播速度与空腔边界膨胀速度的关系，如图 3
所示。当空腔边界膨胀速度较小时，不存在密实区，    、    和    均随空腔边界膨胀速度    （密实区存在时

即为密实区内侧质点速度，密实区不存在时即为扩容区内侧质点速度）的增大而非线性增大；当    增大到

一定程度时，扩容区与密实区界面速度    出现，密实区出现；    继续增加时，    追赶上    ，塑性开裂区消

失；而后    追赶上    ，弹性开裂区消失。因此可以将    外的区域看作弹性区，    与    间的区域为弹性开

裂区，    与    间的区域为塑性开裂区，    与    间的区域为扩容区范围，    内为密实区。

当混凝土强度变化时，各响应区边界传播速度规律以及范围大小也会有所不同，进而可以反应不同

混凝土在侵彻中的现象与规律。本文计算了抗压强度为 35、60、80 和 120 MPa 的混凝土各响应区界面

传播速度，不同强度混凝土的力学性能参数如表 1所示。

图 4给出了四中混凝土的界面传播速度，可以看出：

c1

c1

(1) 以图中空腔边界膨胀速度为 600 m/s 时为例，四种强度混凝土    值分别为 1 880、2 060、2 180 和

2 320 m/s；随着混凝土强度的提高，相同空腔速度下，对应    的值越大；这表明在空腔膨胀过程中，混凝土

强度越高，开裂区边界范围越大；开裂区由于周向应力达到抗拉强度，因此出现周向开裂，即产生破坏；

反映在侵彻过程中，相同尺寸靶体下，高强混凝土的破坏区域越大；
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图 3    响应区界面传播速度与空腔边界膨胀速度关系

Fig. 3    Relationship between the interface propagation velocity in response zone and the
cavity boundary expansion velocity

 

表 1    不同抗压强度混凝土的力学性能参数

Table 1    Mechanical properties of concrete with different compressive strength

抗压强度/MPa 密度/（kg·m−3） 弹性模量/GPa 泊松比 拉压比 屈服强度/MPa 扩容时强度/MPa

35 2 380 28.8 0.2 0.076 8.8 33.7

60 2 420 33.9 0.2 0.062 15.6 58.9

80 2 450 36.9 0.2 0.055 22.7 78.7

120 2500 41.7 0.2 0.047 35.1 114.6

　注：数据来自于文献[20-21]和基于改进的Ottosen屈服条件计算得到。
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c3 c2

c3 c2 c3 c2

(2) 四种强度混凝土    追赶上    时对应空腔边界膨胀速度分别为 240、320、340 和 350 m/s；随着混

凝土强度的增加，    追赶上    时对应的速度越大，塑性开裂区存在的时间和区域越大；但由于    和    的

差值较小，塑性开裂区的范围比弹性开裂区和扩容区要小很多；

c4(3) 混凝土强度越大，    增加速度越慢，扩容区范围越大；混凝土出现扩容的原因在于混凝土内部出

现裂纹，造成体积增大，因此弹性开裂区、塑性开裂区和扩容区都可以看作侵彻时裂纹出现的区域；图中

所示高强混凝土的弹性开裂区、塑性开裂区和扩容区范围更大，印证了侵彻实验中高强混凝土破坏范围

更大的现象；

c4

c4

(4) 四种强度混凝土    出现时对应的空腔边界膨胀速度分别为 315、400、465 和 545 m/s；混凝土强

度越大    的速度增加慢，速度相对更小，并且出现时对应的速度更大，则其密实区范围更小，表明了高强

混凝土更不容易压实的特点，且其压实后体积变化相对较小；因为较低强度的混凝土中空隙和裂纹较

多，因此更容易压实，体积应变较大；高强混凝土更加密实，接近均质材料，因此不容易压缩。

c4

c4

不考虑塑性开裂区时不同强度混凝土的响应区界面传播速度如图 5 所示。同图 4 对比可知，考虑

塑性开裂区后，密实区出现时扩容区与密实区界面速度对应的空腔边界膨胀速度，即    的初始大小有了

显著的区别。混凝土强度越高，    的初值越大，表明侵彻过程中压实高强混凝土需要更高的速度。由此

可知考虑塑性开裂区后，不同强度混凝土的响应区界面传播速度会有更加显著的区别，并能够更好地反

应混凝土在侵彻中的现象、规律以及力学特点。 
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图 4    不同强度混凝土响应区域界面传播速度与空腔边界膨胀速度关系

Fig. 4    Relationship between interface propagation velocity in response zone and cavity boundary
expansion velocity of different strength concrete

    第 43 卷 张雪岩，等： 基于Ottosen屈服条件的不同强度混凝土空腔膨胀模型及侵彻机理 第 9 期    

091403-9



3.2    侵彻深度计算与分析

图 6 给出了通过计算得到的无量纲空腔边界径向应力与无量纲空腔边界膨胀速度的关系，采用二

次多项式对图中曲线进行拟合可得：

σr

fc
= a1

Å
V√
fc/ρ0

ã2

+a2

Å
V√
fc/ρ0

ã
+a3 (38)

a1 a2 a3式中：    、    和    为空腔膨胀应力拟合参数。该

式在侵彻阻力分析中表示弹体表面与混凝土靶

之间的法向应力，将其在弹体头部表面进行积分

可以获得弹体的侵彻阻力。

d h

y = y (x)

x1 x2 σn

Vz ϕ Vzcosϕ

任意头部形状弹体的受力分析如图 7 所示，

其中    为弹体直径，    为弹体头部长度，弹体头部

轮廓的函数为    ，头部尖端与头部结束位

置的坐标分别为    和    。    为弹体表面法向压

力，与该位置的空腔膨胀边界应力相等。弹体运

动速度为    ，    为弹体表面微元方位角，  

为该微元与混凝土靶的法向相对运动速度，即为

混凝土的空腔边界膨胀速度。

假设弹体为刚体，侵彻混凝土的过程可以

分为开坑段和隧道段。开坑段的弹体阻力可简
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图 5    不考虑塑性开裂区时不同强度混凝土的响应区域界面传播速度

Fig. 5    Interface propagation velocity in response zone of different strength concrete without considering plastic cracking zone
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化为线性关系：

Fz = sx x≤2d (39)

s式中：   为常数。隧道段弹体表面微元的轴向力为：

dFz = σr (Vzcosϕ)
2πydx
sinϕ

(cosϕ+µsinϕ) (40)

积分可得隧道段阻力表达式：

Fz =
w x2

x1

dFz = A1V2
z +A2Vz+A3 x＞2d (41)

A1 A2 A3式中：    、    和    为与空腔膨胀应力拟合参数和弹体头部形状有关的积分参数。根据牛顿第二定律，对

开坑和隧道段阻力分别积分，得到侵彻深度表达式：

P = − m
2A1

ï
ln

Q1

(V1+Q2)2+Q3
− 2Q2√

Q3

Å
arctan

Q2√
Q3
− arctan

V1+Q2√
Q3

ãò
+2d (42)

其中 
V1 =

−A2+

 
A2

2−4
(

A1+
m
4a

)Å
A3−

mV2
z

4a

ã
2
(

A1+
m
4a

)
Q1 = A3/A1, Q2 = A2/2A1, Q3 = Q1−Q2

2

(43)

m式中：    为弹体质量。

文献 [28-30] 中开展了弹体侵彻抗压强度为 97、63 和 39MPa 混凝土靶的实验。上述实验覆盖了较

大的速度范围、靶体强度范围和弹体质量范围，弹靶情况可见相关文献，计算采用的混凝土力学性能参

数见表 2。实验中弹体侵蚀很小，在计算中可视为刚体。采用本文基于 Ottosen 屈服条件并考虑塑性开

裂区的空腔膨胀理论与文献 [16] 中空腔膨胀理论分别对文献 [28-30] 的实验情况进行计算并对比，计算

结果如图 8 所示。可以看到对于 39 和 63 MPa 的混凝土，两种空腔膨胀理论方法得到的结果与实验结果
 

表 2    不同强度混凝土的力学性能参数

Table 2    Mechanical property parameters of concrete with different strengths

抗压强度/MPa 密度/（kg·m−3） 弹性模量/GPa 泊松比 拉压比 屈服强度/MPa 扩容时强度/MPa

39 2 400 29.2 0.2 0.075 9.2 37.3

63 2 420 34.8 0.2 0.061 18.6 60.9

97 2 520 39.8 0.2 0.049 29.7 94.8
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图 7    任意头部弹体的受力分析

Fig. 7    Force analysis of projectile with arbitrary head
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图 8    弹体侵彻不同强度混凝土实验结果与计算结果对比

Fig. 8    Experimental and calculated results for the projectile penetrating concrete with different strength

    第 43 卷 张雪岩，等： 基于Ottosen屈服条件的不同强度混凝土空腔膨胀模型及侵彻机理 第 9 期    

091403-11



都比较吻合，两者计算结果差距很小。而对于侵彻 97 MPa 高强混凝土情况，本文模型与实验结果吻合

较好，文献 [16] 中空腔膨胀理论方法的计算结果与实验结果相比明显偏小，误差在 15% 左右。因此对于

普通混凝土，两种方法的计算结果均较为准确，但对于高强混凝土，原有的空腔膨胀理论由于屈服条件

简单而不能准确计算高围压下应力状态，且出现密实区对应的速度不变，故而过高计算了高强混凝土对

弹体的阻力，使得计算值偏小，误差较大。本文的空腔膨胀理论对于普通混凝土和高强混凝土均有较好

的适用性，可以准确计算径向应力与空腔边界速度关系以及侵彻深度，可以用于实验预估和规律分析。 

3.3    混凝土强度变化对侵彻深度影响机理分析

为了进一步研究靶体强度对侵彻深度影响的规律，保持弹体不变，选取本课题组开展的相同弹体侵

彻 35、60、80 和 120 MPa 混凝土靶的侵彻实验[31-32] 进行对比计算，弹靶情况和参数可见相关文献，实验

中弹体侵蚀很小，计算时可视为刚体。实验中弹体质量为 100 g，侵彻初速度范围为 600～1 300 m/s。实

验和计算侵彻深度结果如图 9(a) 所示。由于 80 和 120 MPa 混凝土的侵彻深度相差很小，为了更清楚展

示，结果单独列于图 9(b) 和图 9(c)。结合图 8 和图 9 计算与实验结果对比，可以看到针对不同强度混凝

土，在较大侵彻初速度速度范围内，弹体侵彻深度的计算结果与实验结果均符合较好，基于此结果开展

后续分析。

从图 9(a) 中的计算数据可知，混凝土强度

越高，弹体侵彻深度随速度增加的增量越小，且

在相同侵彻初速度下弹体的侵彻深度随混凝土

强度提高而减小，但减小量也变小。Wu 等 [33-34]

和 Zhang 等[35] 的实验中也发现并指出了这一规

律。为了研究弹体侵彻深度随混凝土强度变化

的规律，计算得到了 420 和 1 200 m/s 的速度下弹

体侵彻不同混凝土的速度-时间曲线，如图 10 所

示。在相同速度下侵彻高强混凝土的弹体的曲

线下降速度更快，但随着混凝土强度提高下降速

度的变化变小，80 和 120 MPa 数据几乎重合。

曲线与坐标轴围成的面积即为侵彻深度，可以看

到高强混凝土曲线围成的面积更小，因而其侵彻

深度更小。且高强混凝土的高速（1 200 m/s）减去低速（420 m/s）围成的面积更小，因而强度越高，弹体侵

彻深度随速度增加的增量越小。

图 11 为弹体侵彻不同强度混凝土的减加速度-时间曲线，对比可知在相同初速度下，随着混凝土强

度的提高，弹体的加速度变大，但增加量变小，尤其是当混凝土强度由 80 MPa 增大到 120 MPa 时，加速
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图 9    弹体侵彻不同强度混凝土实验结果与计算结果对比

Fig. 9    Comparison of experimental and calculated results of projectile penetration into concrete with different strengths
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度几乎无变化。对比不同强度下加速度随侵彻初速度的变化，当侵彻初速度由 400 MPa 变为 1 200 m/s
时，对于 35 MPa 混凝土减加速度增加了三倍，对于 60 MPa 混凝土增加了一倍多，对于 80 和 120 MPa
混凝土增加不足一倍。由此可见侵彻高强混凝土弹体的加速度更大，但随强度增加减加速度的变化很

小，并且随速度增加减加速度的增加量相较于普通混凝土的增加量也较小。

图 12 为空腔边界应力与空腔膨胀速度的关

系，可以看到相同速度下随着强度的增加空腔边

界应力变大，但变化程度越来越小，80和 120 MPa
混凝土几乎无差别。因此造成了弹体侵彻不同

强度混凝土的减加速度和速度的差别，并最终影

响到侵彻深度变化规律。

图 13(a) 以抗压强度 80 MPa 混凝土为例，计

算得到了其无量纲径向应力和周向应力随空腔

边界膨胀速度变化情况，无量纲应力为应力与抗

压强度的比值，图 13(b) 表示对应的应力状态在

Haigh-Wastergand 空间中的位置，即混凝土压子

午线上的屈服包络面，以及对应的空腔边界膨胀

速度。两图表明空腔边界应力状态都会落到子

I1午线屈服包络面上，且空腔边界膨胀速度越大，围压越大，径向应力越大，对应的应力状态在    轴坐标越
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图 11    弹体侵彻不同强度混凝土的加速度-时间曲线

Fig. 11    Deceleration-time curve of projectile penetration into concrete with different strength
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大，因此可用 Haigh-Wastergand 空间中的屈服包

络面表示随速度增加应力状态的变化。相关实

验结果表明，混凝土强度越高，围压增强效应越

弱，可以推断在高围压下随着混凝土强度的增加

径向应力的变化会越来越小。根据改进 Ottosen
屈服条件，得到了不同强度混凝土在 Haigh-
Wastergand 空间中的屈服包络面，如图 14 所

示。可以看到普通强度混凝土强度增大时，其屈

服包络面变化较大，尤其在高围压下径向应力会

成倍增加。而高强混凝土屈服包络面变化很小，

使得其在高围压下径向应力的大小几乎无差别，

由此解释了图 12 中混凝土强度变化对空腔边界

应力造成影响的原因。因此高强混凝土屈服面

的变化特点造成了空腔膨胀过程中空腔边界应力随混凝土强度增加的变化规律。

由此可见，从速度、减加速度和应力等方面，普通强度混凝土和高强混凝土都会有明显的差别，但由

强度提高带来的变化不是无限增加的，对于高强混凝土随着强度增加诸方面的变化越来越小，直至几乎

没有区别，因而强度提升带来的抗侵彻能力增益越来越小。这就造成了实验中随着混凝土强度增加，弹

体侵彻深度随速度增加的增量越小，且在相同侵彻初速度下随混凝土强度提高弹体的侵彻深度减小，但

减小量也变小的特点。 

4    结　论

本文基于改进 Ottosen 屈服条件，对空腔膨胀理论响应分区和边界条件进行了改进和优化，获得了

各响应分区的发展变化规律以及空腔边界应力和膨胀速度关系。对弹体侵彻不同强度混凝土侵彻过程

中靶体各分区的响应以及弹体侵彻深度进行了计算和分析，验证了本文建立的空腔膨胀理论模型和弹

体侵彻深度计算模型的准确性和适用性，主要结论如下。

(1) 结合改进 Ottosen 屈服条件，引入塑性开裂区，构建的空腔膨胀理论中各分区的响应可以很好地

反应不同强度混凝土的力学特性以及在侵彻中的破坏现象。混凝土强度越高，开裂区和扩容区范围越

大，混凝土破坏范围越大；密实区范围越小，越不容易压实。体现了高强混凝土脆性大，更加密实的特点。

(2) 采用侵彻深度计算模型对实验工况进行了计算，计算结果与实验结果符合较好，证明了基于改

进 Ottosen 屈服条件和引入塑性开裂区的空腔膨胀理论的准确性和适用性。并且计算结果反映了混凝

土强度越高，弹体侵彻深度随速度增加的增量越小，且在相同侵彻初速度下随混凝土强度提高弹体的侵

彻深度减小，减小量也变小的特点。

(3) 基于侵彻应力状态计算结果和改进 Ottosen 屈服条件就靶体强度对侵彻深度影响的机理进行了

分析，结果表明随着强度的增加混凝土屈服包络面扩大但变化越来越小，因而空腔边界应力增大，但变

化程度越来越小，造成了靶体强度提高后侵彻深度的变化特点。
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