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摘要： 缩比模型试验是研究弹体侵彻规律的重要手段，模型试验结果与原型之间的尺寸效应是建立侵深计算方

法必须解决的问题。依据已有基础理论推导了钻地弹侵彻岩石类靶体介质的应力与应变状态演化和弹体侵彻阻抗函

数，得到了表征尺寸效应的弹径系数公式，并在常规钻地弹侵彻速度范围内对弹形系数和弹径系数作了简化分析，提

出了常规钻地弹侵彻岩石类介质的实用计算公式，系数可直接由弹靶参数确定。结果表明，弹体侵彻阻抗的主要影响

因素是靶体波阻抗，尺寸效应是由于靶体破坏区范围不满足几何相似律，弹形系数可简化为弹头长径比的线性函数，

平头弹弹形系数为 0.57，弹径系数由侵彻空腔半径与破碎区半径之比决定，对于常规钻地弹，弹径系数可取 1.2～1.4。

侵深理论公式与试验结果对比符合较好，具有较高的可靠性。
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Abstract:  The penetration depth of the earth-penetrating projectile is a basic problem in the design of protection engineering.

Scaled  testing  is  an  important  method  to  study  the  penetration  law.  The  size  effect  between  the  model  test  results  and  the

prototype is a problem that must be solved to establish the calculation method of penetration using scaled tests. In this study,

the stress and strain state evolution of the rock-like target medium subjected to the penetration of earth-penetrating projectiles

and  the  penetration  resistance  function  of  the  projectiles  were  derived  using  cavity  expansion  theory.  The  formula  for  the

caliber  coefficient  characterizing  the  size  effect  was  obtained,  and  a  simplified  analysis  of  the  nose  shape  coefficient  and

caliber  coefficient  was  conducted  using  curve  fitting  and  Taylor  expansion  within  the  penetration  velocity  range  of  the

conventional  earth-penetrating  weapons.  A  practical  calculation  formula  for  the  penetration  depth  of  conventional  earth-

penetrating weapons into rock-like media was proposed, whose coefficients can be directly determined by parameters of target

and projectiles. The results show that the main influencing factor of the projectile’s penetration resistance is the impedance of
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the target. The source of the size effect is originated from the fact that the ranges of the target damage zones do not satisfy the

geometric similarity law. The nose shape coefficient can be simplified into a linear function of the projectile’s aspect ratio, and

the nose shape coefficient of a flat-nosed projectile is 0.57. The caliber coefficient of the projectile is determined by the ratio of

the  cavity  radius  of  the  penetration  to  the  radius  of  the  fracture  zone  and  can  be  taken  as  1.2−1.4  for  conventional  earth-

penetrating weapons. The theoretical calculation formula of penetration depth is in good agreement with experimental results,

and thus, has high reliability.

Keywords:  penetration depth; rigid projectile; size effect; caliber coefficient; nose shape coefficient

弹体对岩石、混凝土等介质的侵彻深度是防护领域研究的关键问题。目前已有大量预测侵彻深度

的经验与半经验公式 [1-8]，以及基于靶体动力响应分析的理论公式 [9-12]，这些公式在试验中得到了验证。

但是，考虑到试验成本与可操作性，开展的试验大都是缩比模型试验。这就引出了两个问题，即模型试

验结果能否推广至原型？应以何种方式推广？

弹靶状态随侵彻速度的不同呈现不同的特征，随侵彻速度由低到高，可根据弹体特征划分刚性弹侵

彻、变形弹侵彻以及流体弹侵彻[13-14]。对于实际制导钻地弹等弹体，其引信及弹体结构所能承受的加速

度具有设计上限，且弹头不能发生很大变形。在这种情况下，弹体变形很小可以忽略，可视为刚体。本

文讨论限于刚性弹侵彻岩石、混凝土类材料。

大量文献中认为，刚性侵彻深度满足完全相似关系[15-19]，即对于几何相似的弹体，当弹靶材料以及侵

彻速度不变时，弹体侵彻深度 hm 与弹体直径 d 之比 hm/d（比例侵深）为常数。因此，由缩比模型试验得到

的侵彻深度可以直接按照弹体直径之比得到原型弹在相同速度下的侵彻深度。但是，随着更多试验的

开展，研究人员发现，按照相似比直接计算得到的侵彻深度与试验结果存在偏差，且这种偏差随着原型

弹弹径的增大而增大[20-22]。这意味着弹体的侵彻深度可能存在尺寸效应。

研究人员通过分析不同因素的影响，试图寻找尺寸效应的成因。Rosenberg 等[23] 分别利用铜和钨制

成长杆弹进行了一系列侵彻试验，结果表明，侵深的几何相似律对于延性弹体（如铜弹）是成立的，而对

于准脆性弹体（如钨弹），不同尺寸弹体表现出不同的破坏模式，因而会产生尺寸效应。Feng等[24] 对弹体

侵彻混凝土材料的尺寸效应开展了数值模拟研究，结果表明，弹体侵彻阻抗与弹头半径和最大颗粒尺寸

之比有关，较大的弹体受到的阻抗较小。Peng等[25] 研究了混凝土中骨料尺寸对尺寸效应的影响，指出尺

寸效应是由于未对骨料进行缩比，若将骨料与弹体同样进行缩比，则不存在尺寸效应，这在试验中得到

了验证[26]。Me-Bar[27] 对弹体侵彻过程中的能量耗散进行了分析，指出靶体破碎过程中耗散的表面能引

起了尺寸效应，并提供了确定尺寸效应参数的试验方法。Anderson 等[28] 研究了应变率的作用，但结果表

明应变率的影响很小，以至于无法解释试验中发现的尺寸效应。

在模型弹与原型弹的侵深换算方面，大部分经验公式通过引入一个系数来修正尺寸效应[29]，然而，

这些系数往往是通过曲线拟合得到的，不具有物理意义，且这些经验公式往往是量纲不符的。吴飚等[22]

在大量试验数据的基础上引入了弹径的指数函数来修正尺寸效应。王安宝等[30] 利用弹体质量修正系数

表征弹径对侵深的影响。随着数值仿真和智能算法的发展，可直接利用计算机模拟原型试验并给出结

果，彭永等[31] 和程月华等[32] 开发了反映尺寸效应的数值算法，何勇等[33] 和李峰等[34] 利用数物驱动智能

算法实现了毁伤效应的快速评估，在原型弹试验上应用前景广泛。

上述研究从不同方面分析了刚性弹侵彻的尺寸效应，尤其是 Peng 等[25] 的研究，认为尺寸效应是由

于靶体的骨料未进行缩比，对骨料同样缩比后与试验结果符合较好[26]。这似乎表明尺寸效应是由于某

些重要参数在缩比过程中被忽视了，然而这些研究仍存在不足。首先，要做到对所有弹靶参数进行相同

缩比是很困难的。例如 Me-Bar[27] 指出尺寸效应与破裂面耗散的能量有关，则需对介质的比表面能进行

缩比，这在相似材料制备中是很难做到的。在进行缩比试验时，通常采用相同的弹靶材料，在这样的情

况下，将缩比试验结果换算至原型时应当考虑弹体尺寸效应。其次，现有的侵深计算公式即使是考虑了

特定因素对尺寸效应的影响，相关参数的取值仍依靠曲线拟合，这就限制了所得公式的应用。最后，部
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分公式的靶体参数依赖经验取值，如 Young 公式和 Bernard 公式都含有岩石质量系数，其具体取值依赖

经验判断，主观性较强，因此，计算结果的可靠性一直受到争议。大部分计算公式都较为复杂，无法实现

快速计算。

为进一步揭示岩石类材料中侵深尺寸效应成因及侵深影响因素，本文中对侵彻过程中靶体介质破

碎区、径向裂纹区及弹性区的动力响应进行理论分析，得到侵彻阻抗的表达式，进一步建立体现弹体尺

寸效应的理论侵深公式，并对系数的计算方法进行合理简化，得到便于工程应用的实用公式。此外，还

提出一种通过缩比试验确定参数的方法，可适用于复杂的靶体材料。 

1    现有公式尺寸效应分析
 

1.1    Young 公式

1967 年，美国桑迪亚国家实验室的 Young[8] 提出了针对天然岩土介质及混凝土的侵彻深度经验公

式，称为 Young 公式。之后又多次对该公式进行了修正，囊括了土、岩石、混凝土、冰以及冻土等多种材

料。1997年，Young给出了统一的岩土及混凝土侵彻公式：

hm =


0.000 8Sλ1

Å
mp

Ap

ã0.7

ln(1+2.15×10−4v2
0) v0＜61 m/s

0.000 018Sλ1

Å
mp

Ap

ã0.7

(v0−30.5) v0≥61 m/s
(1)

式中：hm 为侵彻深度，m；mp 为弹体质量，kg；Ap 为弹体截面积，m2；v0 为弹体着靶速度，m/s；S 为侵彻性指

数，为无量纲量；λ1 为弹形系数，取值如下：

λ1 =


0.18

l
d
+0.56 卵形弹

0.25
l
d
+0.56 锥形弹

(2)

式中：l 为弹头长度，d 为弹头直径。

对于岩石靶体，参数 S 的取值如下：

S = 2.7( fcQa)−0.3 (3)

式中：fc 为无侧限抗压强度，kg/cm2；Qa 为岩石质量指标，取值范围为 0.1～1.0。
以式 (1)中第 2式为例，将等号左右两边同时除以弹体半径 rp，且将 Ap 与 mp 均用 d 表示，可得：

hm

d
= 0.000 018Sλ1

Å
4ρpϑ

π

ã0.7

d−0.3(v0−30.5) (4)

ϑ ϑ式中：ρp 为弹体密度；    = Vp/d3 为与弹体形状有关的无量纲系数，Vp 为弹体体积，对于几何相似的弹体，  

为常数。

从式 (4) 可以看出，比例侵深 hm/d 与 d−0.3 成正比，体现了弹体侵彻深度的尺寸效应，弹体直径越大，

比例侵深越小，指数−0.3为试验拟合值。 

1.2    Bernard 公式

Bernard 于 1977～1979 年先后提出了 3 个适用于岩石靶体的侵彻深度计算公式，按时间顺序可分别

称为 Bernard公式Ⅰ、Ⅱ以及Ⅲ[6-7, 35]。Bernard公式Ⅰ于 1977年提出，其形式为：

hm = 0.2
mp

Ap

v0

(ρt fc)0.5

Å
100
Drq

ã0.8

(5)

式中：ρt 为靶体密度；Drq 为岩石质量系数，按岩石质量由差至好取 0～100；fc 单位为 Pa。
于 1978年提出的 Bernard公式Ⅱ的形式为：
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hm =
mp

Ap

ï
1.637

v0

α2
− α1

α2
2

ln
Å

1+1.637
α2

α1
v0

ãò
(6)

α1 = 1.6 fc
(
Drq/100

)1.6
α2 = 3.6(ρt fc)0.5

(
Drq/100

)0.8
式中：    ，    。

于 1979年提出的 Bernard公式Ⅲ形式为：

hm =
mp

Ap

λ1

ρt

®
0.545 6v0

Å
ρt

fcr

ã0.5

− 4
9

ln

ñ
1+1.228v0

Å
ρt

fcr

ã0.5
ô´

(7)

fcr = fc(Drq/100)0.2式中：    。

λ1 = 0.863[4ψ2/(4ψ−1)]0.25 ψ

λ1 = 0.805(sinθ0)−0.5

卵形弹弹形系数为    ，其中    为卵形弹头曲率半径（CRH）；锥形弹弹形系数

为    ，θ0 为锥形弹头半顶角。

ϑ

式 (5)～(7) 中，等号右侧与弹体尺寸有关的量只有 mp/Ap，将侵彻深度 hm 无量纲化后，等号右侧除系

数    外不存在弹径相关系数，对于不同缩比弹体，比例侵深为常数，因此 Bernard 公式在形式上未考虑弹

体尺寸效应。但在公式的适用条件上，Bernard 公式对弹体直径提出了要求。例如，对于 Bernard 公式Ⅰ，

要求侵彻深度不小于 3倍弹体直径；对于完整岩石（Drq＞90），弹体直径应在 2.54～30.48 cm之间，计算误

差为±20%；对于 Drq＜90的岩体，弹体直径应在 10.16～30.48 cm之间，计算误差为±50%。 

1.3    ACE 公式

美国陆军工程兵在 1946年通过数据拟合给出了下面的侵彻深度计算公式，即 ACE公式[4]：

hm

d
= 0.5+3.5×10−4 D∗d0.215v1.5

0

f 0.5
c

(8)

D∗式中：     = mp/d3，为弹体口径密度；fc 的单位为 Pa。
ACE 公式的实用范围为 v0 = 200～1  000 m/s，mp = 0.02～1  000 kg，d = 11～155 mm， fc = 26.5～

43.1 MPa。可以看出，ACE公式的比例侵深与 d 相关，随弹径增大而增大，体现了尺寸效应。 

1.4    别列赞公式

别列赞公式根据大量侵彻试验结果总结得到，其认为弹体侵彻过程中受到的侵彻阻力与速度呈线

性关系，将弹体运动方程积分后可得侵彻深度为[36]：

hm = λ1Kj
mp

d2
v0 (9)

式中：Kj 为截止阻力系数，与靶体介质有关。

将式 (9)等号两侧同时除以 d，可得

hm

d
= λ1Kjρpϑv0 (10)

可见，在其他条件相同时，不同缩比弹体的比例侵深为常数，表明别列赞公式未体现尺寸效应。文

献 [37]在别列赞公式基础上通过试验修正得到侵彻深度计算公式：

hm = λ1λ2Kz
mp

d2
v0Kα cosα (11)

式中：λ2 为弹径系数，Kz 为介质侵彻系数，Kα 为弹体偏转系数，α为弹体入射角。

式 (11)中通过引入系数 λ2 来修正尺寸效应的影响，对于不同弹径范围的弹体取不同的经验值。 

1.5    空腔膨胀理论

空腔膨胀理论认为弹体侵入介质后，对介质的挤压作用可等效为圆柱形或球形空腔的扩张作用。

对于岩石类材料，空腔外介质可划分为破碎区、径向裂纹区和弹性区。空腔表面对弹体的作用力即侵彻

阻力，来自于空腔外介质内部的应力。Forrestal 及其合作者在空腔膨胀理论方面开展了大量工作，并结

合试验研究得到了岩石、混凝土等介质的侵彻深度理论计算方法和实用计算公式[11-12, 16, 18, 38-39]。

根据不同岩石本构，Forrestal给出了不同的侵彻阻力（正入射）计算公式，但均可写为以下形式[12]：
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Fz = πr2
pσr(δ)， σr(δ) = S (δ)K (12)

式中：Fz 为沿侵彻方向的侵彻阻力，σr 为介质径向应力，δ为表示空腔表面的无量纲位置参数，S 为与介

质本构和介质参数有关的函数，K 为介质体积模量。

Forrestal等[18] 和 Frew等[40] 分别给出了适用于混凝土和石灰岩的半经验两项式阻力函数：

Fz = πr2
p

(
Rt+λ1ρtv2

p

)
hm＞4rp (13)

Rt = 82.6 fc( fc/106)−0.544 λ1 = (8ψ−1)/

24ψ2

式中：    为靶体强度系数，fc 单位为 Pa，vp 为弹体侵彻过程中的瞬时速度，  

 。

当 hm＜4rp 时，认为侵彻阻力与侵彻深度成正比。根据牛顿第二定律可得 hm≥4rp 时侵彻深度为：

hm =
mp

2πr2
pρtλ1

ln
Å

1+
λ1ρtv2

1

Rt

ã
+4rp (14)

式中：v1 为侵彻深度达 4rp 时的弹体瞬时速度，按下式计算：

v2
1 =

mpv2
0−4πr3

pRt

mp+4πr3
pλ1ρt

(15)

将式 (15)分子分母同时除以 d3 可得：

v2
1 =

2ϑv2
0−πRt

2ϑ+πλ1ρt
(16)

可见，v1 是弹径不相关的。将式 (14) 等号两侧同时除以 d，同样可得比例侵深与弹径无关，因此，

式 (14) 给出的空腔膨胀理论侵深计算公式未体现弹体尺寸效应。然而 Forrestal 等 [20] 在后续研究中发

现，按式 (14) 计算得到的结果与试验相差较大，指出 Rt 除靶体参数外还应当考虑弹体尺寸效应，但未能

给出计算公式。吴飚等[22] 通过试验数据拟合在 Rt 中引入了弹径 d 的指数函数，以表征尺寸效应。

上述经验与理论公式中，通过限定试验初始条件、引入修正系数等方法减小或修正尺寸效应的影

响，但无法反映尺寸效应的物理本质，其取值的经验性也限制了公式的进一步拓展，尤其难以适应日益

出现的各种新材料、新弹体。蒋东等[41] 指出，材料的破坏（如绝热剪切和动态拉伸过程）会导致尺寸效

应，Me-Bar[27] 也认为尺寸效应与侵彻过程中的“面积效应”即介质破碎有关。因此，可以从侵彻介质破

碎区的动力响应出发研究侵彻尺寸效应。 

2    岩石类材料侵彻基本理论
 

2.1    靶体介质动力学方程

弹体侵入靶体介质时，靶体介质受到挤压

向外运动。试验表明，介质按破坏特征通常可划

分为破碎区、径向裂纹区和弹性区，如图 1 所

示，其中 rc、rs、rf 分别为空腔区、破碎区和径向

裂纹区的半径。弹体挤压介质向外运动形成空

腔区，空腔区外破碎区介质在高压作用下发生剪

切破碎，径向裂纹区的介质受到破碎区介质的挤

压（膨胀）形成破坏裂缝，类似径向柱杆，主要把

破碎区的压力过渡到弹性区介质中去，应力-应
变关系满足胡克定律。弹性区介质具有原始的

弹性特征，可以采用广义胡克定律。

以空腔中心为原点建立球坐标（图 1），则破

碎区介质的动量守恒及质量守恒方程在球坐标

 

rc

rsrf

r

O

图 1    侵彻破坏分区示意图

Fig. 1    Schematic diagram of penetration damage zones
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系下的欧拉形式分别为：

ρ0

Å
∂v
∂t
+ v

∂v
∂r

ã
= (1−ε)

ï
∂σr

∂r
+

2(σr +σθ)
r

ò
(17)

(1−ε)
Å
∂v
∂r
+2

v
r

ã
+

ï
∂ε

∂t
+ v

∂ε

∂r

ò
= 0 (18)

ε = 1−ρ0/ρ式中：t 为时间；    为介质体应变，其中 ρ0 为初始密度，ρ为变形后密度；v 为介质粒子速度；σr 为

介质径向应力；σθ 为介质环向应力。

式 (17)～(18)的边界条件和初始条件如下。

(1) 弹体表面侵彻阻抗 σn 大小等于空腔表面径向应力 σr，空腔表面粒子速度等于空腔膨胀速

度，即： ®
σn = −σr

v(rc, t) = ṙc
(19)

ṙc式中：    为空腔膨胀速度。

σr(∞) = 0(2) 在无穷远处，介质径向应力为零，即    。可认为在某一边界 r = R 以外，介质不受侵彻作

用影响，则在该边界处满足： ®
v(R) = 0
σr(R) = σθ(R) = 0

(20)

(3) 空腔运动的初始条件为：

ṙc|t=0 = 0 (21)
 

2.2    介质的动态演化 

2.2.1    破碎区应力分析

根据岩石介质受强动载近区的“短波”理论[23]，在侵彻近区波阵面上的应力与粒子速度可写为：®
−σr = ρ0cPv

v = −cPε
(22)

式中：cP 为介质纵波波速，负号表示指向微元内侧。

破碎区介质处于内摩擦状态，环向应力与径向应力的关系满足：
σθ

σr
= α∗ α0＜α∗＜1 (23)

α∗ = (1− sinϕ)/ (1+ sinϕ) ϕ

ϕ α0

式中：    为内摩擦介质侧压力系数，其值大小与内摩擦角    有关，随着压力的增加，

 减小并逐渐趋近于零，    为弹性介质侧压力系数。

结合式 (22)～(23)，可将式 (18)写为：

∂ε

∂r
+ (2−α∗)ε

r
= 0 (24)

积分式 (24)可得：

ε(r, t) =
λ(t)
rn

(25)

λ(t) n = 2−α∗式中：    为待定系数，    为衰减系数，对于均匀、连续的理想介质，n 应当小于 2，可取 n = 1.6～
1.8，但对于实际存在节理、裂隙以及骨料的岩石、混凝土类材料，n 可以大于 2。

将式 (22)、(19)代入式 (25)可得：

λ(t) = − ṙc

cP
rn
c (26)

因此，式 (25)可写为：
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ε(r, t) = − ṙc

cP

( rc

r

)n

(27)

式 (27)为破碎区应变分布函数。

若考虑介质压缩的弱非线性，则破碎区应力与应变的微分关系为：

dσr

dε
= ρ0c2

P(1+ l∗ε) (28)

l∗ |l∗ε| ≪ 1式中：    为弱非线性系数，且满足    ，反映介质压缩的非线性特征。

积分式 (28)可得：

σr = ρ0c2
P

ï
ε+

l∗
2
ε2+D1

ò
(29)

式中：D1 为待定系数。

将式 (27)代入式 (29)，可得破碎区径向应力通解为：

−σs
r = ρ0cPṙc

( rc

r

)n

− l∗
2
ρ0ṙ2

c

( rc

r

)2n

−ρ0c2
PD1 (30)

 

2.2.2    径向裂纹区应力分析

径向裂纹区介质被张开的径向裂纹分割，环向应力分量为零，因此，平衡方程为：

∂σr

∂r
+

2σr

r
= 0 (31)

在 r = rs 处，即径向裂纹区与破碎区边界上，介质满足 Tresca屈服条件，即：

σθ(rs)−σr(rs) = 2τs (32)

式中：τs 为靶体介质的剪切屈服极限。

考虑到 σθ = 0，积分式 (31)，并以式 (32)为边界条件，可得径向裂纹区的径向应力为：

−σf
r = 2τs

r2
s

r2
(33)

 

2.2.3    弹性区应力分析

径向裂纹区外介质处于弹性状态，平衡方程与应力-应变的关系为：
∂σr

∂r
+

2(σr −σθ)
r

= 0

σr −σθ

2
=G(εr −εθ)

(34)

εr +2εθ = 0

边界条件为式 (20)。考虑到弹体侵彻时，靶体至少有一个自由面，因此，弹性区消耗在体积压缩上

的能量不大，可以认为满足体积不可压缩条件    ，即：

∂ur

∂r
+

2ur

r
= 0 (35)

式中：ur 为介质径向位移。

式 (35)的通解为：

ur =
D2

r2
(36)

式中：D2 为待定系数。

由式 (36)可得弹性区介质应变为： 
εr =

∂ur

∂r
= −2

D2

r3

εθ =
ur

r
=

D2

r3

(37)
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将式 (37)代入式 (34)，可得弹性区应力通解为：

−σe
r = 4GD2

Å
1
r3
− 1

R3

ã
(38)

σp
r (rf) = σe

r(rf)根据径向裂纹区与弹性区边界处的应力连续条件    ，可得系数 D2 为：

D2 =
τsr2

s rf

2G
ï
1−

( rf

R

)3
ò (39)

由此可得弹性区应力为：

−σe
r =

2τsr2
s rf[

1− (rf/R)3] Å 1
r3
− 1

R3

ã
(40)

 

2.2.4    空腔表面径向应力

σs
r(rs) = σp

r (rs)根据破碎区和径向裂纹区表面应力连续条件    ，可得式 (30)中的待定系数 D1 为：

D1 = −
2τs

ρ0c2
P
+

ṙc

cP

Å
rc

rs

ãn

− l∗
2

ṙ2
c

c2
P

Å
rc

rs

ã2n

(41)

将式 (41)代入式 (30)，可得破碎区径向应力为：

−σs
r = 2τs+ρ0cPṙc

ï( rc

r

)n

−
Å

rc

rs

ãnò
− l∗

2
ρ0ṙ2

c

ñ( rc

r

)2n

−
Å

rc

rs

ã2n
ô

(42)

σs
r(rc)当 r = rc 时，得到空腔表面径向应力    ，根据式 (19)即可得到侵彻阻抗为：

σn = −σs
r(rc) = λs+λdρ0cPṙc+λeρ0ṙ2

c (43)

λs = 2τs λd = 1− (rc/rs)n λe = −
l∗
2

[1− (rc/rs)n]式中：    ，    ，    。

ρ0cP

ρ0cPṙc

式 (43) 中空腔半径 rc 可取弹体半径，由此得到了侵彻阻抗系数与介质物理力学特征以及弹径的关

系。对于岩石材料刚性侵彻，可以忽略介质压缩的弱非线性特征（l* = 0），因此，侵彻阻抗主要由介质固

有强度 τs 以及波阻抗    决定，本质上体现了剪切变形与体积压缩的线性相关性，其中 τs 为破碎区与径

向裂纹区边界的介质强度，实际为准静态弹性极限，数值上与    相比较小，因此，波阻抗是影响侵彻

阻抗的主要因素。 

2.3    侵彻阻力函数

式 (43) 给出了侵彻过程中弹体表面微元受到的法向侵彻阻抗，而弹体所受侵彻阻力还与弹头形状

有关，常见弹头形状有锥形弹和卵形弹。

(1) 锥形弹侵彻阻力

锥形弹弹头特征如图 2 所示，弹头截面为等腰三角形，rp 为弹体半径，l 为弹头长度，θ0 为弹头半顶

角，r 为弹头表面一点到弹体轴线的距离。

根据锥形弹头几何特征，可得作用在弹头

微元上的法向阻力与切向阻力为：dFn = 2π
r

sinθ0
σndr

dFt = µ0dFn

(44)

式中：μ0 为弹靶之间的摩擦因数。

将式 (44) 沿弹头表面积分，可得弹头轴向

合阻力为：

F = 2π
w rp

0
rσn

Å
1+

µ0

tanθ0

ã
dr (45)

空腔膨胀速度与弹体瞬时侵彻速度 v 之间

 

rp

θ0

l

r

图 2    锥形弹弹头特征

Fig. 2    Characteristics of conical projectile
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的关系为：

ṙc = vsinθ0 (46)

若不考虑介质压缩的弱非线性，将式 (43)代入式 (45)，可得弹体侵彻阻力为：

F = αs+βsv (47)

αs = πr2
pκ0λs βs = πr2

pκ0
sinθ0

Kq
λd κ0 = 1+µ0 cotθ0 Kq = 1/ρ0cP式中：    ，    ，    ，    。

(2) 卵形弹侵彻阻力

θ0 = arcsin
( s− r0

s

)
= arcsin

Å
1− 1

2ψ

ã
ψ =

s
2r0

卵形弹弹头特征如图 3 所示，弹头截面为对

称的圆弧，圆弧半径为 s，圆弧上任意一点的半径

与弹轴方向夹角为 θ，弹尖对应夹角为 θ 0，即

  ，     为

弹头的 CRH值。

根据卵形弹几何特征，可得作用在弹头微

元的法向阻力与切向阻力为：dFn = 2πs2
(

sinθ− s− rp

s

)
σndθ

dFt = µ0dFn

(48)

将式 (48) 沿弹头圆弧积分，可得弹头轴向

合阻力为：

F = 2πs2
w π

2

θ0

(
sinθ− s− rp

s

)
(cosθ+µ0 sinθ)σndθ (49)

ṙc式 (49) 中积分变量为 θ，而积分函数中的 σn 含有变量    （式 (43)），根据卵形弹头几何特征，可得空

腔膨胀速度与弹体瞬时侵彻速度 v 之间的关系为：

ṙc = vcosθ (50)
ṙc将式 (43)代入式 (49)，并将    用式 (50)代替，则积分函数中的积分变量 θ均以显式形式存在，可直接

积分。若不考虑介质压缩的弱非线性，将式 (49)积分并整理后可得侵彻阻力为：
F = αs+βsv

αs = πr2
pλs

[
1+4µ0ψ

2
(π

2
− θ0

)
−µ0(2ψ−1)(4ψ−1)0.5

]
βs = πr2

p
λd

Kq

ï
12ψ2−4ψ+1

6ψ

√
4ψ−1−2ψ(2ψ−1)

(π
2
− θ0

)
+µ0

Å
1− 1

6ψ

ãò (51)

 

3    侵彻深度计算公式与简化
 

3.1    弹体侵彻深度

考虑弹体垂直入射半无限均匀靶体，则弹体运动方程为：

mp
d2h
dt2
= −F (52)

式中：h 为任意时刻的侵彻深度。

初始条件为： 
h |t=0 = 0
dh
dt

∣∣∣∣
t=0

= v0

(53)

 

rp

θ

l

s

图 3    卵形弹弹头特征

Fig. 3    Characteristics of ogival projectile
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F = αs+βsv由式 (47)、(51) 可知，对于不同弹头形状，侵彻阻力均可写为    的形式，将其代入式 (52)
可得：

−mp
d2h
dt2
= αs+βsv (54)

将式 (54)等号两边同时乘以 v 并作变换可得：

dh = − mpv
αs+βsv

dv (55)

积分式 (55)可得最终侵彻深度为：

hm =
mp

βs

ï
v0−

αs

βs
ln
Å

1+
βs

αs
v0

ãò
(56)

根据岩石、混凝土类介质打击速度的作用分区[42]，在现有制导钻地弹打击速度范围内（v0/cP＞0.1），
完全可以忽略式 (56)中对数项的影响，则侵彻深度公式可简化为：

hm =
mp

βs
v0 =

mp

d2

4r2
pλd

βsKq

1
λd

Kqv0 =
mp

d2
λ1λ2Kqv0 (57)

λ1 =
4r2

pλd

βsKq
λ2 = 1/λd Kq = 1/ρ0cP式中：    和    为无量纲系数，    为侵彻介质系数。

将式 (57)进行变换后可得其无量纲形式，即在等号两侧同时除以 d 可得：

hm

d
= λ1λ2

mp

ρ0d3

v0

cP
(58)

mp/ρ0d3式中：对于相同材料且几何相似的弹体，    为无量纲常数，可见该式是量纲相符的。

mp/ρ0d3

式 (57) 与正入射的别列赞公式具有相同的形式，别列赞公式中系数均由经验确定，而式 (57) 回答了

侵彻系数与弹靶介质特征的关联，具有明确的物理意义。还可以看出，影响侵彻深度的主要介质性质为

波阻抗。式 (58) 中，在相同弹靶材料情况下，缩比试验与原型试验的    与 v0/cP 相同，下文中将指出

λ1 仅与弹头形状有关，因此称为弹形系数，λ2 与弹径有关，使得比例侵深随弹径变化，反映了侵深尺寸效

应，称为弹径系数。此外，式 (58) 中 λ1 与 λ2 的计算较为复杂，不便于工程应用，在常见钻地弹尺寸与侵

彻速度范围内，可对其进行简化。 

3.2    侵彻公式系数简化分析 

3.2.1    弹形系数简化

（1）锥形弹

将式 (47)中的 βs 代入式 (57)中的 λ1，可得锥形弹弹形系数为：

λ1 =
4

πκ0 sinθ0
(59)

根据弹头几何关系，λ1 可写为：

λ1 =
4

π
[
1/2+µ0(l/d)

] Å l
d

ã2

+

Å
1
2

ã2

(60)

弹形系数不仅与弹头形状有关，还与摩擦因数有关，这是由于不同形状弹头的摩擦程度不同。在侵

彻过程中，靶体介质发生破碎并向弹体后方射出，在弹靶界面上形成颗粒流，使摩擦因数减小，因此，可

取摩擦因数 μ0 为零，此外，忽略摩擦得到的侵彻深度偏大，对于工程设计而言是偏安全的。对于现有制

导钻地弹，弹头长径比 l/d 通常在 1～3范围内，将式 (60)在 l/d = 1处泰勒展开，取到一次项，可得：

λ1 = 2.28
l
d
+0.57 (61)

泰勒展开所得曲线见图 4，在长径比 1～3范围内，式 (61)与式 (60)相比的最大相对误差为−4%。
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（2）卵形弹

将式 (51) 中的 βs 代入式 (57) 中的 λ1，可得

卵形弹弹形系数为：

λ1 =
4
π

ï
12ψ2−4ψ+1

6ψ

√
4ψ−1−

2ψ(2ψ−1)
(π

2
− θ0

)
+µ0

Å
1− 1

6ψ

ãò−1

(62)

ψ = (l/d)2+1/4 θ0 = arcsin[1−1/

(2ψ)]

考虑到    以及  

 ，可将式 (62) 写成长径比 l/d 以及摩擦因

数 μ0 的函数。取 μ0=0，对式 (62) 进行线性拟合，

可得：

λ1 = 2.2
l
d
+0.57 R2 = 0.999 7 (63)

式 (62) 与式 (63) 的对比见图 5，线性拟合曲

线的相对误差最大为−1.8%。

当 l/d = 0时，锥形弹与卵形弹均退化为平头

弹，对比式 (61) 与式 (63) 可以看出，此时弹形系

数均为 0.57，而 Young 公式中平头弹弹形系数

为 0.56[8]，可见本文给出的弹形系数自身具有一

致性，且与经验公式符合较好。 

3.2.2    弹径系数简化

取 n = 2，则式 (57)中弹径系数 λ2 可写为：

λ2 =
1

1− (rc/rs)2 (64)

(rc/rs)2考虑到    是个小量，λ2 可简化为：

λ2 =
1

1− (rc/rs)2 ≈ 1+ (rc/rs)2 (65)

根据裂纹扩展条件及破碎区和径向裂纹区的位移连续条件，可得空腔半径 rc 与破碎区半径 rs 之间

的关系为[42]：

r2
c

r2
s
=

2τs

3G

 
2τs

γB
rc (66)

式中：τs 为靶体剪切强度，G 为靶体剪切模量，γB 为裂纹扩展单位面积表面能。

将式 (66)代入式 (65)，并令 d = 2rc，可得：

λ2 = 1+
2τs

3G

…
τs

γB
d (67)

式 (67) 中除靶体介质特征参数外，还包括弹体直径 d，因此，λ2 体现了弹体侵彻深度的口径放大效

应，即尺寸效应，随着弹体直径的增加，弹径系数增大，即比例侵深增大，与 ACE 公式和别列赞公式规律

相同。从式 (65)～(66) 可以看出，尺寸效应与 rc/rs 有关，本质上是空腔半径与破碎区半径不满足几何相

似律，这是由介质自身破坏过程所决定的。对于岩石类材料，破碎区半径大于空腔半径，提高剪切强度

或增大弹体直径时，rc/rs 增大，对于厘米级小直径弹体，λ2 接近于 1，因此，小比例室内试验与原型试验之

间的尺寸效应不可忽视。

在平面应变条件下，介质的比表面能可写为[43]：
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图 4    锥形弹弹形系数原公式与泰勒展开对比

Fig. 4    Comparison between the nose shape coefficient of conical
projectile and its Taylor expansion
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图 5    卵形弹弹形系数原公式与拟合曲线对比

Fig. 5    Comparison of the original formula and fitting curve of the
nose shape coefficient for ogival projectile
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γB =
πK2

Ic(1− ν)
4G

(68)

式中：ν为介质泊松比，KIc 为介质的Ⅰ型断裂韧度。

将式 (68)代入式 (67)，可得：

λ2 = 1+
4

3
√
π(1− ν)

…
ε0

∆
d (69)

ε0 = τs/G ∆ = (KIc/τs)2式中：    ，    。

4/[3
√
π(1− ν)] = 0.84～0.90对于 ν = 0.2～0.3，系数    ，可取平均值 0.87，因此弹径系数为：

λ2 = 1+0.87
…
ε0

∆
d (70)

ε0 = τs/G ∆ = (KIc/τs)2由式 (70) 可知，侵彻深度的尺寸效应与介质的极限剪应变    与参数    有关，Δ 是确

定介质中侵彻爆炸破坏范围的重要尺度参数，是材料动态破坏力学的基础问题。

从式 (57)、(70) 可以看出，靶体参数中影响弹体侵彻深度的主要因素是波阻抗 ρ0cP 以及裂纹尖端塑

性区尺度 Δ，在设计抗侵彻材料时，波阻抗的提高倍数一般为 2～3 倍，除此以外，还应提高材料韧性，如

添加纤维材料。

根据公开文献可得典型岩石材料参数，见表 1，可见岩石极限剪应变在 (0.8～4.0)×10−3 范围内，可取

2×10−3。根据表中数据还可得不同岩体的 τs/KIc 在 13～22 m−1/2 范围内。

ε0 = 2×10−3将    以及 τs/KIc = 13～22 m−1/2 代入式 (70)可得：

λ2 = 1+ (0.5 ∼ 0.8)
√

d (71)

式中：弹径 d 的单位为 m。

美国制导钻地弹 GBU-28 的直径为 36.83 cm，B61-11 直径为 34 cm，MMTD 直径为 15 cm[49]，因此，弹

ξ = 0.87
√
ε0/∆

径 d 取 0.1～0.4 m，代入式 (71) 可得在不同参

数变化范围内的弹径系数大小，见图 6，其中

 表征了不同的材料特征。

ε0

从图 6 可以看出，对于给定弹径的弹体，不

同靶体材料（ξ 不同）引起的 λ2 变化在 15% 以

内，取平均值 ξ = 0.65 时，λ2 的误差不超过 10%，

因此，对于常见岩体材料，可以忽略介质性质对

λ2 的影响，避免测定    、τs 以及 KIc 等材料参数

带来的麻烦，可按下式计算 λ2：

λ2 = 1+0.65
√

d (72)

由式 (72) 可得，在弹径 0.1～0.4 m 范围内，

λ2 = 1.2～1.4。

 

表 1    典型岩石参数[44-49]

Table 1    Typical rock parameters[44-49]

岩石类型 剪切强度/MPa 剪切模量/GPa Ⅰ型断裂韧度/（MPa·m1/2）

花岗岩 15～30[44] 8～24[45]
0.68～1.39[46]

1.65～1.73[47]

大理岩
10～30[44]

4～7[48]
0.87～1.18[46]

15～30[45] 0.71～1.45[48]

砂岩 8～40[45] 2～32[45] −

玄武岩 25～60[45] 32～44[45] 2～3[47]
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图 6    不同靶体材料弹径系数变化曲线

Fig. 6    Curves of variation in diameter coefficient
of different target materials
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对于钢纤维混凝土、玻璃纤维混凝土等高强高韧新型防护材料，ξ可能超过图 6 的范围，且难以快

速获取其 KIc、τs 等力学参数，可以采用试验的方法确定靶体参数以及弹径系数。

进行两组侵彻试验，弹靶介质相同，弹体直径分别为 d1、d2 且弹体几何相似，因此，弹体的弹形系数

相同。设试验侵彻深度分别为 hm1 与 hm2，由于对于几何相似的弹体，mp/d3 为常数，因此，根据式 (57) 可
得比例侵深之比为：

hm1/d1

hm2/d2
=

(mp1/d3
1)λ11λ21Kqv01

(mp2/d3
2)λ12λ22Kqv02

=
λ21v01

λ22v02
(73)

λ11 = λ12式中：系数中下标最后一个数字代表试验组别，    。

λ21 = 1+ ξ
√

d1 λ22 = 1+ ξ
√

d2将弹径系数    、    代入式 (73)可得：

ξ =
1− h̄12/v̄12√

d2(h̄12/v̄12−
√

d1/d2)
(74)

h̄12 =
hm1/d1

hm2/d2

v̄12 =
v01

v02
式中：    ，    。

v̄12 h̄12式 (74) 中，    和 d1、d2 为已知的试验初始条件，    可根据试验结果得到，由此，理论上根据两组弹

体几何相似的侵彻试验即可确定系数 ξ，从而确定弹径系数 λ2。实际由于侵彻结果的离散性，应当多次

试验，选取不同组别计算 ξ后取平均值。

基于式 (73) 还可分析不同缩比试验的尺寸效应，根据前期研究[50]，缩比为 1/4～1/10 的模型试验换

算至原型时，侵彻深度应乘以尺寸效应系数 1.2～1.3，与式 (72)根据实际岩石数据得到的结果一致。 

4    计算结果对比分析
 

4.1    花岗岩试验对比

张德志等[51] 利用 2种不同弹径的钢弹对花岗岩进行侵彻试验。弹体直径分别为 15、20 mm，质量分

别为 0.19、0.45 kg，两种弹体几何相似，弹头为尖卵形，CRH 值均为 3。靶体单轴抗压强度为 154 MPa，弹
性模量为 66 GPa，泊松比为 0.23，密度为 2 660 kg/m3，计算可得纵波波速为 5 363 m/s。直径 20 mm的弹体

侵彻速度范围为 300～615 m/s，直径 15 mm 的弹体侵彻速度为 332～988 m/s，其中侵彻速度大于等于

900 m/s 时，发生侵深逆减，根据试验结果，这是由于弹体发生失稳跳弹，因此，刚性侵彻速度范围取小于

900 m/s。根据弹靶参数计算得到 Kq = 7.0×10−8 m2·s/kg，λ1 = 4.22，λ2 按式 (72) 计算，弹径为 15、20 mm 时

λ2 分别为 1.08 与 1.10，将上述参数代入式 (57)，可得侵彻深度理论结果，同时与第 1 节的经验、半经验公

式进行对比，结果见图 7。
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图 7    花岗岩侵彻试验结果对比

Fig. 7    Comparison of empirical and experimental penetration results for granite target
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可以看出，Young 公式以及 Bernard Ⅲ公式与试验结果相比均偏大，空腔膨胀理论和 ACE 公式在侵

彻速度小于 500 m/s 时与试验误差较小，速度大于 500 m/s 时空腔膨胀理论偏大明显，ACE 公式与试验结

果较为相符，但整体偏小。本文理论公式基本介于空腔膨胀理论与 ACE公式之间，速度较低时与空腔膨

胀理论接近，速度较高时与 ACE 公式接近，总体与试验结果符合较好。对于弹径 15 mm 情况，本文理论

计算结果的平均误差为 16%，对于弹径 20 mm，平均误差为 13%。 

4.2    石灰岩试验对比

Frew 等[40] 利用 3 种钢弹对石灰岩靶体进行了侵彻试验。弹体直径分别为 7.1、12.7、25.4 mm，对应

弹体质量分别为 0.020 5、0.117 0、0.931 0 kg，弹头均为弧形弹，CRH 值为 3。靶体抗压强度为 60.7 MPa，
密度为 2 310 kg/m3，纵波波速为 3 572 m/s。根据试验结果，当侵彻速度超过 900 m/s 后，弹体产生明显的

质量损失，因此，刚性侵彻速度范围取 900 m/s 以内。根据靶体参数计算得到 Kq = 1.21×10−7 m2·s/kg，弹径

系数按式 (72) 计算，分别为 1.05、1.07、1.10。将参数代入式 (57) 可得侵彻深度理论结果，同时与第 1 节

的经验、半经验公式进行对比，结果见图 8。
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图 8    石灰岩侵彻试验结果对比
Fig. 8    Comparison of empirical and experimental penetration results for limestone target.

对比结果与花岗岩试验相似，Young 公式与 Bernard Ⅲ公式偏大明显，本文理论公式介于空腔膨胀

理论与 ACE 公式之间，对于弹径 7.1 mm 的弹体，本文理论与试验结果的平均误差为 23%，对于弹径

12.7 mm 的弹体，平均误差为 12%，对于弹径 25.4 mm 的弹体，平均误差为 21%。可以看出，3 种弹径理论

计算侵深与试验结果的符合度均较好。 

5    讨　论

从侵彻过程中靶体介质的应力-应变状态出发推导了单位面积的侵彻阻抗，从而得到弹体受到的侵
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彻阻力，进一步积分得到侵彻深度公式，通过整理得到了表征侵深尺寸效应的弹径系数。与现有经验及

理论公式不同的是，本文公式中弹径系数来源于侵深公式推导过程本身，而非额外引入的修正系数。从

结果看，弹径系数由侵彻空腔半径与破碎区半径之比决定（式 (64)），表明尺寸效应与介质的破坏过程有

关。Markeset 等[52] 指出材料的绝热剪切、动态拉伸等破坏是时间相关的，某一刻的损伤会影响下一刻的

损伤演化，而时间与缩比因子成比例，因此材料破坏过程是不符合相似律的。时间的另一个影响是材料

的应变率效应，理论上应变率效应也会导致尺寸效应，但 Anderson 等[28] 研究表明，应变率的影响很小，

不足以解释试验中发现的尺寸效应。本文建立了基于材料破坏过程的尺寸效应表征，充实了对岩石类

材料侵深尺寸效应的理论描述。

与经验、半经验公式相比，本文公式所有系数均可由弹靶参数计算而得，且与试验对比符合较好，但

需要指出的是，本文理论仍存在一些不足。一方面，本文模型是基于连续介质假设提出的，可能不适用

于钢筋混凝土、复合夹层混凝土等复杂材料，另一方面，本文为方便参数取值计算未考虑应变率影响。

但本文公式也揭示了影响材料侵彻深度与尺寸效应的普遍规律，可以指导抗侵彻材料设计，如提高材料

波阻抗与韧度，对于岩石类材料有较好可靠性。此外，本文公式在形式上可以拓展用于其他材料，利用

式 (74)可以确定相关参数。 

6    结　论

(1) 岩石中侵彻阻抗主要影响因素为介质固有强度 τs 及波阻抗 ρ0cP，其中 τs 为准静态弹性极限，与

波阻抗相比影响较小。

(2) 锥形弹与卵形弹的弹形系数可简化为弹头长径比 l/d 的线性函数，当长径比为零时退化为平头

弹，对应弹形系数为 0.57，与 Young公式的 0.56相符。

λ2 = 1+0.65
√

d λ2

(3) 岩石类材料中侵深尺寸效应来源于介质破坏范围不满足几何相似律，是由介质固有破坏过程决

定的。弹径系数 λ2 反映了尺寸效应的影响，由侵彻空腔区与破碎区半径之比决定，与靶体剪切强度和断

裂韧度有关，对于常规钻地弹侵彻岩石材料，弹径系数    ，可取     = 1.2～1.4，对于厘米级小

口径模型弹，λ2≈1，因此，小比例室内试验与原型试验之间的尺寸效应不可忽视。

(4) 要提高靶体抗侵彻能力，除增加强度与波阻抗外，还应提高靶体韧性，如增加纤维材料。

(5) 通过不少于 2 组不同缩比的模型试验可确定弹径系数，该方法适用于动态力学性能尚不明确的

新型靶体材料。

(6) 与常用经验、半经验公式相比，本文计算公式与侵彻试验数据符合较好，且系数可直接由弹靶本

身参数确定，具有明显的优势。
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