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混合不确定度量化方法及其在计算流体动力学
迎风格式中的应用
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  摘要:针对流体力学数值求解间断问题时,初始状态含有偶然和认知混合型的不确定性,将认知不确定

度作为外层,偶然不确定度作为内层,分别使用非嵌入多项式混沌方法(non-intrusivepolynomialchaos,

NIPC)和概率盒(P-box)理论处理偶然不确定度和认知不确定度,发展了流体力学数值求解过程中,初始状态

含有混合不确定度传播量化的一种方法。以迎风格式和黎曼解法器求解Sod问题为例,评估了左状态密度

(偶然不确定度)和理想气体多方指数(认知不确定度)对模型输出结果的影响,有效验证了该方法的可行性。
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  在重大复杂工程领域,众多工程事故已经引发社会各界的关注。人们总是抱着一个良好的愿望,希
望能逼真建模,研制高可信度的数值模拟软件,精确模拟各类事故的发生过程,科学分析其产生的机理。
因此,数值模拟软件必须能真实反映实际系统的外部表征、内在特性及其动作行为等现象,其数值模拟

结果才能使人置信。但由于物理过程的复杂性及人们的认知缺陷,物理建模与数值模拟始终存在误差

和不确定性。为此,要利用数值模拟结果分析机理和模拟过程,必须量化数值模拟结果的不确定性,评
估建模与模拟的可信度。但长期以来,物理建模与数值模拟软件的研制者重点关注的是软件自身的研

制和对实际问题的顺利模拟,即算下去的问题,对软件自身的正确性、模拟结果的不确定性和建模与模

拟的可信度,即算多准的问题,一直没有给予足够的重视。尤其是对于理论、实验无法解释或难于解决

的科学问题,或做实验耗资巨大的工程设计,很想利用数值模拟真实、全过程,全系统、反复精密地进行

模拟的研究者持一种矛盾的心态:既想利用数值模拟这条快捷经济的重要研究途径,又对程序的正确性

和数值模拟提供的结果心存疑虑。为了给复杂装置设计提供高效可靠的数值模拟工具,必须展开计算

模型正确性和可信度的评估研究。

  流体力学方程及求解方法是众多复杂工程多物理过程建模与模拟(modeling&simulation,M&S)
中的最基本模型,此计算模型的验证与确认(verificationandvalidation,V&V)受到高度重视[1-7]。W.
L.Oberkampf等[8]综述了机械工程领域中科学计算V&V的发展,系统论述了科学计算中V&V的基

本概念、原理及步骤和发展过程。王瑞利等[5]综述了V&V的相关概念、术语、规范、可信度评估方法

和应用等的研究进展,就 M&S的V&V的几个关键问题进行了概括,构建了复杂工程 M&S的V&V
的知识指南。确认是建立在定量准确评价的概念上,是评价模型描述实际物理过程/实验(试验)的准确

程度、模型形式与参数的适应范围,确认刻画实际问题/实验(试验)区域的形状,预测可信度评估等重要

活动。对于流体力学确认的核心是随机输入参数对模拟输出响应量不确定传播进行量化的方法。

  不确定度量化(uncertaintyquantification,UQ)方法是利用各种数学和统计学方法,对随机因素或
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认知缺陷尽可能给出分布或区间描述,建立建模和模拟中随机或认知不确定性因素和建模与模拟描述

系统响应量之间的关系,进而量化影响系统性能的不确定性,给出系统响应量性能分析的不确定度度量

的方法。对于不确定度量化有多种方法,其中敏感度分析方法、抽样方法、代理模型方法、随机微分方程

方法和参数率定与优化方法已在复杂工程中得到很好的应用。

  在上述几种方法中,随机微分方程是20世纪中叶发展起来的一种不确定度量化方法。广义的随机

微分方程包括随机过程驱动的微分系统和系数为随机量的微分方程,狭义上的随机微分方程往往专指

前者。对于随机过程驱动的微分系统,方程的解往往是一个随机过程函数。虽然求解常微分方程的方

法不适用于求解随机微分方程,然而,有些复杂过程可以直接使随机过程建模、模型的不确定性,直接表

现在模型本身上而不是输入参数的不确定性,随机微分方程是研究不确定度量化的很好途径。另一方

面,系数为随机量的微分方程可以直接处理为随机参数的微分方程,常见的分析方法是随机谱方法。

  随机谱方法是使用谱逼近随机微分方程或参量,然后将其分解为独立的确定性分量和随机分量来

量化不确定性。其数学思想是数学模型中的每一个参量利用正交多项式如(如 Hermite多项式)展开

成无穷级数项,在实际应用中取有限项。无穷级数第1项表示参量的期望,第2项表示高斯随机波动,
第3项及高阶项表示非高斯随机波动。随机谱方法已在建模和模拟不确定度量化中得到了广泛应用。
常见的2种方法:KL展开(Karhunen-Loeveexpansion)和多项式混沌方法(polynomialchaos,PC)。本

文中,将着重介绍PC在Riemann问题不确定度量化中的应用。

1 流体力学方程组与迎风格式

  一维拉氏流体力学方程组[9]:
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式中:ρ、u、E、e和p 分别为流体密度、流体速度、总能、比内能和流体压强,v为比容,γ为理想气体多

方指数。一维拉氏流体力学方程组迎风型格式见文献[9]

2 多项式混沌法

  多项式混沌法其数学思想是数学模型中的每一个参量利用正交多项式(如 Hermite多项式)展开

成无穷级数项。设系统的解具有如下形式:

U(x,t,ξ(θ))=∑
∞

i=0
U
~
i(x,t)ψi(ξ(θ)) (2)

式中:U
~
i(x,t)=(v

~
i,u

~
i,E

~
i)为确定性向量函数,ψi(ξ)为随机变量ξ的多项式函数,且{ψi(ξ)}xi=0为正交

多项式族,ξ是概率空间(Ω,F,P)上的随机变量,U(x,t,ξ)为概率空间(Ω,F,P)上的随机函数,Ω为样

本空间,F是Ω 上的σ代数,P:F→[0,1]是概率测度,θ为事件,θ∈Ω。不同的随机变量类型对应不同

的多项式ψi
[10]。由于炸药颗粒服从正态分布,因此本文中选取 Hermite多项式。在实际应用过程中,

使用有限项展开,设 :

U(x,t,ξ(θ))=∑
NPC

i=0
U
~
i(x,t)ψi(ξ(θ)) (3)

式中:NPC=
(d+n)！
d！n！ -1为阶段长度,n为随机变量个数,d为多项式阶数。本文中,n=1,则NPC=d。

  从式(2)~ (3)可以看出,只要用某种方式得到了级数中的确定性向量函数U
~
i(x,t),则可得到随

机函数U(x,t,ξ(θ))或U(x,t,ξ(θ))的近似值。根据求解U
~
i(x,t)方法的不同,将PC分为嵌入多项式

015 爆  炸  与  冲  击               第36卷 



混沌(intrusivepolynomialchaos,IPC)和非嵌入多项式混沌(non-intrusivepolynomialchaos,NIPC)。

  IPC是将数学模型中的每个参量进行正交多项式展开,然后利用Galerkin映射,得到相应的随机控

制方程,但是每一次展开都需要重新书写控制方程。因此,IPC无法利用已有程序,需要对已有的数值

求解程序进行大量修改或者重新研制计算程序。

  NIPC是把已有的数值求解程序作为一个黑匣子,在随机空间里通过一定的抽样方法,获得若干个

样本点,将样本点输入到确定性程序求解,然后对确定性输出结果进行统计分析,以获得相关数值求解

结果的统计特征,来评估输入参数或计算条件的不确定性在计算过程中传播的影响。NIPC采用已有

的数值模拟程序,不需要对控制方程进行修改,不需要重新编写程序。NIPC不确定度评估的计算流程

见文献[7]。

3 P-box的构造方法

  若问题中同时存在偶然不确定和认知不确定,需要将其结合起来考虑,此时可采用概率盒方法进行

描述,即将各参数分为内外2层循环:外层循环考虑认知不确定参数,使用拉丁超立方取样(Latinhy-
percubesampling,LHS)方法抽样;内层循环考虑偶然不确定参数,取值由随机抽样给出。

  P-box计算步骤:

  (1)外层循环考虑认知不确定参数,从其区间中,采用LHS方法得到N 个样本;内层循环考虑偶然

不确定参数,利用 MonteCarlo(MC)抽样得到M 个样本,作为左端密度初值;

  (2)固定一个外层认知不确定变量γ,计算出相应的M 个结果;

  (3)寻找相应物理量的最大、最小值,然后分成100份,计算每一份对应的样本容量,绘出相应的累

积分布曲线;

  (4)对剩余的N-1个认知不确定数施行同样运算,划出N 条累积分布曲线;

  (5)选取最内层和最外层的那一条作为概率边界,构成一个P-box;

  (6)读出概率盒的意义。

4 混合不确定量化方法在Sod问题中的应用

图1 炸药密度分布直方图

Fig.1 Histogramshowingdistributionofexplosivedensity

  Sod激波管问题是初始间断的分解问题,
在一个无限长管道中,在x=0处的左端是高

压气体,右边是低压气体,在初始时刻处于静止

状态,两者之间用薄膜隔离。t=0时刻薄膜破

裂,形成向左稀疏波和向右激波。Sod问题计

算区域为[-1,1],初值为:

x≤0时,ρL~N(1.0,2.5×10-7),uL=
0.0,pL=1.0,γL∈[1.4,3.1];

x>0时,ρR=0.125,uR=0.0,pR=0.1,γR
=1.4。

  采用理想气体状态方程:

p=(γ-1)ρe
  此问题的特点是左右2种状态的γ 不一

样,是一个多介质激波管问题,有解析解。但其中左右密度量含有不确定因素,对其量化才能实施计算

模型的确认。对于左端炸药密度,由于加工过程中炸药颗粒凝结的不均匀性,导致密度存在随机性。

  假设其服从正态分布,期望为μ=1.4g/cm3,标准差σ=0.5mg/cm3,即炸药密度服从正态分布:

N(μ,σ2)=N(1.4,1.5×10-7)

  对炸药密度采用 MC方法,取样1000次,分布直方图如图1所示。
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图2 多方指数分布散点

Fig.2Scatterofpolytrophicexponent

  对于多方指数γ,不知道它的任何信息,只
知道它位于[1.4,3.1],在实际设计或计算中采

用哪个数值由设计者决定,这种选取的过程与认

识水平有关,属于认知不确定度。利用LHS采

样10次,如图2所示。

  当固定γ 时,会得到1000组状态确定性

Sod问题的样本点,将其代入迎风格式的流体力

学程序和精确解法器,得到1000组响应量的样

本状态,γ=2.29时,计算到t=0.22时,密度、压
力、速度、能量的状态构成的马尾图,如图3所

示。从图3可以看出,在某些地方解的分散度很

明显。当γ变化时,会得到10张类似的马尾图。

图3Sod问题1000组计算结果

Fig.31000setsofcomputationalresultsfortheSodproblem

4.1 可信范围

  对于上述计算结果,信息量巨大,现在提取有用的信息。首先,将10张马尾图合并,得到10×1000
=10000组响应量样本状态,采用NIPC方法开展不确定度量化。

图4给出了计算得到的密度、压力、速度、能量的期望和方差,从图可以看出有些地方方差很大,精
确求解黎曼解法器的方差比迎风格式的高。

图5给出了迎风格式可信范围和精确黎曼解法器可信范围,从图可以看出有80%的地方完全重

叠,其他局部重叠或者不重叠,说明采用迎风格式求解Sod问题是可信的。
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图4t=0.22时Sod问题的期望和方差

Fig.4ExpectationandvariancefortheSodproblematt=0.22

图52种方法计算Sod可信区间的比较

Fig.5ComparisonofconfidentialintervalsfromtwocomputationalmethodsinsolvingtheSodproblem
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4.2 Sod问题的P-box

图6 密度函数的累积分布函数族

Fig.6Cumulativedistributionfunctionensemble
ofdensityfunction

  利用第3节中的方法,构造Sod问题中迎风格

式的P-box,做出在x=0.1,t=0.22处,密度函数的

累积分布函数,如图6所示,然后选取最内层和最外

层概率边界曲线构成一个P-box,如图7所示。

  从图7可以看出,在t=0.22,x=0.1时,密度

ρ(x,t)≤0.5551的概率0.1<P<0.6,0.95置信

区间位于[0.590,0.609],并且在不确定初边值条件

下,ρ(x,t)≤0.54的概率为0,ρ(x,t)<0.61依概

率1成立,为不确定评估找到了依据。

  同时,做出黎曼解法器的P-box,并与迎风格式

做比较,如图8所示,不难看出迎风格式构成的P-
box基本包含黎曼解法器的P-box,两者差异不大,
这说明采用迎风格式求解Sod问题是有效的。

图7 利用迎风格式构造的密度函数的P-box
Fig.7P-boxconstructedbytheupwindscheme

fordensityfunction

图8 用2种方法构成的密度函数的P-box
Fig.8P-boxconstructedbytwomethods

fordensityfunction

5 结 论

  (1)流体力学数值模拟过程中初始状态或输入条件常含有偶然和认知混合型的不确定性,对模拟结

果的响应量有很大影响。
(2)针对流体力学初始状态中含有偶然不确定性,给出了非嵌入式多项式混沌法量化方法。针对初

始状态中含有认知不确定度,给出了P-box量化方法,提出了一种流体力学输入参数对模拟输出响应量

不确定性传播量化的方法。
(3)以迎风格式和黎曼解法器求解Sod问题为例,给出了Sod问题左状态密度ρL 偶然不确定度和

多方指数γL 认知不确定度,分别采用非嵌入式多项式混沌法和P-box量化结果,给出了流体力学方程

组迎风格式数值求解可信度与输入不确定度的范围关系,为流体力学数值求解过程中不确定性传播量

化和可信度评估提供了一种有效方法。
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Mixeduncertaintyquantificationanditsapplicationinupwindscheme
forcomputationalfluiddynamics(CFD)

LiangXiao1,2,WangRuili1
(1.InstituteofAppliedPhysicsandComputationalMathematics,Beijing100094,China;

2.CollegeofMathematics,ShandongUniversityofScienceandTechnology,

Qingdao266590,Shandong,China)

Abstract:Bothaleatoryuncertaintyandepistemicuncertaintyexistintheinitialandboundarycondi-
tionswhenwenumericallysolvetheCFDwithsharpdiscontinuity.Inthispaper,mixeduncertainty
quantificationapproachesaredevelopedtodealwiththissituation.Specifically,theouterleveluncer-
taintyislinkedtoepistemicuncertainties,andtheinneruncertaintyislinkedtoaleatoryuncertainty.
Thenon-intrusivepolynomialchaosmethodisutilizedtocopewiththealeatoryuncertainties,while
theP-boxtheoryisusedtodealwiththeepistemicuncertainties,andtheupwindschemeandRiemann
solverareusedtosolvethedeterministicsystem.WeapplythismethodtotheSodprobleminthe
CFD,andacquirepreferableeffect.Thismethodevaluatestheinfluenceofinputuncertaintysuchas
density(aleatoryuncertainty)andpolytrophicexponent(epistemicuncertainty)ontheoutputuncer-
tainty,theefficiencyofthismethodisalsoproved.Thismethodisalsohelpfulinevaluatingthede-
greeofconfidenceandvalidationoftheresultfrommodelingandsimulationbyothermodels.
Keywords:mechanicsofexplosion;modelingandsimulation;non-intrusivepolynomialchaos;mixed
uncertaintyquantification;P-box
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